Trabajo Practico 5 Ecuaciones en Derivadas Parciales

(1) Consideremos la solucion fundamental de la ecuacion del calor en una dimensién dada por
1 2
ka:te_m’ reR, t>0.

Demostrar que si f : R — R es acotada y de soporte compacto (existe M > 0 tal que f(z) = 0 si |z| > M),
entonces la funcién u(zx,t) definida por

v(x,t) =

u(z,t) = /Rf(y)v(a: —y,t)dy, paraz € R, t>0, (1)

cumple lo siguiente:

(a) u € C*(R x (0,00)) (Demostrarlo primero para v y ver que bajo la hipétesis de f acotada y de soporte
compacto se puede meter la derivada en la integral);

(b) u; = kuy, para (x,t) € Rx (0,00); (demostrarlo primero para v y usar—nuevamente— que se puede meter
la derivada en la integral);

(c) Sixzp es un punto de continuidad de f, entonces %in% u(xo,t) = f(x0).

Ayuda: Seguir los siguientes pasos:

1/2
(1) Demostrar que fR e~ dx = \/m. Para esto usar que f]R e dx = (IR2 e~ lal? dm) y calcular la integral de R? usando
coordenadas polares.

(11) Demostrar que [, v(z,t) dz = 1 para todo ¢ > 0.
(1) Demostrar que f\z\<5 v(z,t)dz — 1 cuando ¢t — 0T, para cualquier J > 0 fijo.
(1v) Usar que
o) —utwot) = [ (o)~ flao—vloty, 0y = [ (@0~ S@opl bt [ (o)~ flan-yloty, 0 dy

ly|>6

Comentario: Se puede demostrar que la ecuacién del calor en R tiene una unica solucién acotada para cada
condicidn inicial f. Este problema nos dice que la férmula para dicha solucién estd dada por (1).

(2) Expresar una solucién del siguiente problema

Up = 2Ugy, 0<z<3, t>0,
u(0,t) =0, wu(3,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<xz<3,

en cada uno de los siguientes casos

(a) f(x) = 4sen(27r7$) - sen(MTx); (b) f(x) = 5sen(4rz) + 2sen(107z); (c) f(x) = 3sen3(%$).

(3) Expresar una solucién del siguiente problema

Ut = Ugz, _WSxéﬂ-a t>07
u(—m,t) =u(m,t), wux(mt)=uz(—m,t), t>0,
u(z,0) = f(x), —r<z<m,

en cada uno de los siguientes casos

(a) f(x) =5cos(z)+ 3sen(8z); (b) f(z) = 4 + cos?(3z).




(4) Hallar todas las soluciones u(z,t) = X (x)T'(t) de variables separadas del problema:

up = gy, 0<x<L, t>0,
uzy(0,) =0, wux(L,t) =0, t>0.

;, Qué situacion fisica representan las condiciones de borde?

(5) Hallar todas las soluciones u(z,t) = X (x)T'(t) de variables separadas del problema:

ut:kuxafa OS.’L'SL, t207
uw(0,t) =0, wuz(L,t) =—u(L,t), t>0.

;, Qué situacion fisica representan las condiciones de borde?

(6) Supongamos que v(x,t) es una funcién C? que satisface

(ED) v = kvge, 0<ax<L, t>0;
(CB) v(0,t) =0 w(L,t)=0, t>0.

Demostrar que si 0 < t; < {9, entonces

/OL[v(x,t2)]2 iz < /OL[U(:U,tl)]2 da. @)

(Ayuda: proceder como en el primer teorema de unicidad).

(7) Demostrar el mismo resultado del ejercicio anterior cuando las condiciones de borde se cambian por

v:(0,8) =0 v2(0,) =0 v2(0,t) = hv(0,t) (h >0)
(a) {vz(L,t) —0 (b) {U(L,t) —0 ©) {U(L,t) —0

(8) Usar los principios del maximo/minimo para deducir cotas ajustadas para la solucién de

U = kg, 0<x<5, t>0,
u(0,t) =0, wu(b,t) =0, t>0,
u(x,0) = z(5 — x), 0<z<5h

up = ktgy, 0<z<5, t>0,
u(0,t) =0, wu(5,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(x), 0<z<5.

Considerar fe(z) = (5 — )y fa(x) = 2 sen (%); fe es la condicién inicial ezacta y f, la aprozimada.

(a) Utilizando una computadora/calculadora, superponer los graficos de las funciones f. y f, en el intervalo
[0,5]. En MATLAB se puede hacer de la siguiente manera

>> x = [0:.01:5];

>> fe = x .* (5-x);

>> fa = 200/pi~3*sin(pi/5*x);

>> plot(x, fe, x, fa);

>> legend(’exacta’, ’aproximada’)

(b) Graficar el error fe(z) — fo(x). En MATLAB:



>> plot(x, fe - fa);
>> legend(’error’)

(c¢) Tomando una grilla de aproximadamente 500 puntos, calcular el méximo error entre f. y f, (usar valor
absoluto). En MATLAB: >> max(abs(fe-fa))

También se puede hallar el méximo y el minimo de f(x) — g(z) analiticamente, pero no vale la pena en este caso.
(d) ¢ Cuadl es la solucién u,(x,t) del problema tomando como condicién inicial la funcién f,(x)?

(e) Si se toma uy(x,t) como aproximacién de la solucién exacta ue(z,t). {Cudl es el error entre ue(z,t) y
uq(x,t) para 0 < x <5yt > 07 ;Sirve u,(x,t) como aproximacién de ue(x,t)?

(f) Graficar el perfil de temperaturas dado por la aproximacion u(z,t) para t = 0, 1, 2.

(g) Graficar la temperatura en el punto medio del intervalo [0, 5] para ¢ en el intervalo [0, 7].

(10) Repetir el ejercicio anterior con f,(x) = 27%) sen (%£) + % sen (212).

(11) Sea u una solucién C? del problema
up = kg, 0<z<L, t=>0,
u(0,t) = a(t), wuzx(L,t)=0, t>0,
u(@,0) = f(z), 0<w<L
Demostrar que dado T' > 0, definiendo
ot =i {0 10}

se cumple que u(z,t) < M, paratodo 0 <x < Ly0<t<T.

(12) Enunciar y demostrar un principio del méximo para la ecuacién del calor en el alambre circular.

(13) Sea Q un dominio de R? (d > 2), y supongamos que u = u(T,t) es una solucién C? del problema
ut:kﬁzu, z€Q, t>0,
u(z,t) = a(Z,t), TEJ, t>0,
uw(@,0) = f(T), 7 € Q.

Demostrar que dado T' > 0, definiendo

M = max max a(x,t), max f(x
{zeaa,te[o,T] ( ) TeQ f( )}

se cumple que u(7T,t) < M, paratodoz € Qy 0 <t < T.

(14) Resolver el siguiente problema

Up = 2Ugpy, 0<z<1, t>0,
u(0,t) = =1, wuy(l,t) =1, t>0,
T

(15) Resolver el siguiente problema
Up = DUgy, 0<x<10, t>0,
ug(0,8) =2,  wu,(10,t) =3, t >0,

1
u(z,0) = %xQ + 2z + cos(mz), 0 <z<10.




