Capitulo 3

Coordenadas Generalizadas en el
Espacio

Las coordenadas cartesianas usuales en R3 pueden verse también como un sistema
de tres familias de superficies en el espacio, de modo que cada punto (fisico) P pueda
describirse como la interseccion de tres superficies: una de cada familia.

F1 = {x; = constante} = {planos frontales (paralelos al plano z,x3)}

/4

Fy = {x9 = constante} = {planos verticales (paralelos al plano zx3)}

F3 = {x3 = constante} = {planos horizontales (paralelos al plano x;x2)} g

Tomando este punto de vista, dados tres campos escalares (01, ()2, (O3 en el espacio
introducimos tres familias de superficies: las superficies de nivel de cada @;, + = 1,2,3.

Ahora

Fi1 = A{Q1(x1, z2, x3) = constante}
Fao= {Qz(ﬂh, $2,$3) = Constante}

Fs3 = {Q3(x1, z2, x3) = constante}.

Ver por ejemplo la Fig. 3.1
Si el punto fisico P se representa por (1, s, z3) en coordenadas cartesianas, entonces
P se representa por (qi, ¢2, q3) en coordenadas generalizadas, con

g1 = Q1(3717372,56’3) xr1 = X1<Q17Q27Q3)
(1) q2 = Q2(x1,29,23) o inversamente (2) < x2 = Xo(q1, G2, G3)
q3 = Q3(z1, 72, 3) 73 = X3(q1, g2, ¢3)
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Figura 3.1: Ejemplo de familias F;, Fa, F3

Fi F

Geométricamente, esto significa que el punto P, ademas de ser la interseccion de tres
planos (el frontal por z1, el vertical por 3 y el horizontal por x3) también es la interseccién
de la’s SuperﬁCieS de nivel Ql(xla .Z'Q,l’?,) ={q1, Q2($1,$2,x3) = (2, Qg(l’l,l’g,l’g) = (3

Q2 =q2

r I 03=¢3
yd

/7_\ Ql=ql

Ejemplo 3.1. Sigy =7, 2 =0, g3 =@, con 0 <r, 0 <60 <27y 0 < ¢ <, dados por
las relaciones
x1 = X1(r,0,p) = rsengcosf

x9 = Xo(r, 0, p) = rsenpsen
x3 = X3(r,0,¢) =rcosg
tenemos el sistema de coordenadas esféricas. Describir y dibujar Fy, Fo, F3.

Ejemplo 3.2. Siqu =p, ¢ =0,q3=2,con 0 <r, 0<6 <21y zeR, dados por las

relaciones
1 = X1(p,0,2) = pcosd

o = Xo(p,0,2) = psent
x3 = X3(p,0,2) =z

tenemos el sistema de coordenadas cilindricas. Describir y dibujar Fy, Fy, F3.

3.1. Vectores normales

Denotaremos con a; a un vector normal a las superficies de la familia F; (perpendicular
a cada superficie y de longitud uno) de manera que su direccién es la del crecimiento de
Qi-

Para hallar los vectores normales, lo mas facil es pensar desde un punto de vista
geométrico o grafico, y describirlos en las coordenadas generalizadas. Sobre todo teniendo
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en cuenta que encontrar la férmula de Q;(x1,22,23) no es en general tan sencillo, y
si tenemos a disposicién las férmulas de X;(q1, g2, ¢3)-

3.2. Calculo de longitudes en coordenadas
generalizadas

Sea T(t) una curva en el espacio que describe la trayectoria de una particula. Si
representamos la curva en coordenadas cartesianas ortogonales 7(t) = z1(t)1 + x2(t)j +
x3(t)k, para calcular la longitud de un arco cualquiera de la curva, necesitamos conocer

dr
E(t)

ya que la longitud del arco que une 7(a) con 7(b) esta dada por:

a0 o= [ (@) + (&) (@)«

ds

Supongamos ahora que ¢;(t) = Q;(7(t)) son las coordenadas generalizadas de la
2

en términos de las coordenadas

Ir
curva, y tratemos de hallar una férmula para ’d—:(t)

q;(t). Observemos entonces que por la regla de la cadena

de; d Z@qu] _ 1953
i1=1,2,3.

dt @(Xz‘(%() g2t dq; dt’

Por lo tanto,

L 0X, dg 0X; dgp,
(Ea) (T
S s (= 0X; 00X\ dqp dg,,
-3y (3 ok duche

con hi =

Z 0X,; 0X;
aQZ 8Qm
Veamos ahora cuanto vale h? . Observemos primero que si definimos los vectores V
por
—  0X;- 8X2_ 0X3—
V= k
A R
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entonces por un lado h2, =V, -V, y por otro lado:

V1 es el vector tangente a (la interseccién de)

las superficies ()o = constante y ()3 = constante,
Vo es el vector tangente a (la interseccién de)

las superficies (3 = constante y ()1 = constante,
V3 es el vector tangente a (la interseccién de)

las superficies ()1 = constante y ()5 = constante.

()3 = constante

Si ¢ # m, al tomar las derivadas parciales que definen h? estamos pensando que
la otra variable g; restante permanece constante. Por ejemplo, si £/ = 1, m = 2, tene-
mos Q3 = constante. El producto escalar de V, y V,, es nulo si las superﬁaes son
perpendiculares (las correspondientes a familias distintas), pero V-V, = h? . Por
consiguiente, bajo el supuesto de la perpendicularidad de las superficies de las familias
F1, Fo v F3, tenemos que hzm = 0 cuando ¢ # m. Entonces, denotando con hy = hy
tenemos:

dr(t) |
dt

3 dq£ 2 3 2
=S nz (2L .
() =%

En forma sintética, la féormula obtenida para calcular longitudes de curvas en las
coordenadas generalizadas puede escribirse

(ds)* = (dz)* + (dy)* + (dz)*

= (d$1)2 + (dl‘g)z + (d$3)2
= (hadq1)? + (hadga)? + (hsdgs)?,

donde ds representa el diferencial de longitud de arco. Lo que esta formula sintetiza es
el hecho que si pretendemos calcular la longitud de una curva C' que se describe por
(¢1(t), q2(t), g3(t)) en coordenadas generalizadas, entonces el camino recorrido entre los
instantes a y b esta dado por

d d d
[y S e

con hy =

Ejemplo 3.3. Considerar las coordenadas esféricas del Ejemplo 3.1.
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1. Calcular hy, ho, hs.
2. Calcular la longitud de un paralelo cualquiera en la esfera de radio 4 (dado por
© = constante, 0 < 0 < 2w,y r =4).

Notar que para obtener la longitud de cualquier paralelo, se debe calcular una
integral entre 0 y 27. Sin embargo los resultados dependen de ¢y = r y q3 = ¢.
Aqui queda un poco mas claro lo que significa hy: mide cuanto se estira el segmento
0, 27] cuando se deforma para describir un paralelo de la esfera.

Ejemplo 3.4. Considerar las coordenadas cilindricas del Ejemplo 3.2.

1. Calcular hy, ho, hs.

2. Calcular la longitud de la hélice 6(t) =t, r(t) = R, z(t) =t, 0 <t < 27.

Algunas curvas son particularmente importantes en un sistema de coordenadas gene-
ralizadas. Por ejemplo, si ¢o v g3 son constantes, tenemos la curva de interseccién de dos
superficies, una de la familia F, y otra de la familia F3.

d81 = hldql.

curva interseccion

()3 = constante

()2 = constante

Para una curva como C' en el dibujo, el diferencial de longitud es ds; = h1dq;. Siq1 y
g3 son constantes tenemos ds, = hodqs, v si q1 v g2 son constantes tenemos dsz = hgdgs.

La cantidad h; indica cuanto se estira o encoge la longitud de un intervalo cuando
se deforma para describir una curva coordenada.

Ejemplo 3.5. Describir todos los tipos de curvas coordenadas en los sistemas cartesianos,
esféricos y cilindricos.
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3.3. Calculo de areas de superficies coordenadas en
coordenadas generalizadas

Si g3 es constante y queremos aproximar el area de un
rectangulo curvilineo como el del dibujo, construido
con curvas coordenadas dentro de la superficie (3 =

constante, tendremos 5

d0'12 = d81 d82 = hl hg dql dQQ

()3 = constante

De un modo analogo, si (s = constante, doi3 = dsi ds3 = hy hg dgy dgs.
Y si Q3 = constante, doy = dsy dss = hy ho dqy dgs.

La cantidad o;; indica cudnto se estira o encoge el area de un rectdngulo cuando se
deforma para describir una superficie coordenada.

Ejemplo 3.6. Calcular los tres do en coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas.

Ejemplo 3.7. Utilizando coordenadas esféricas.
1. Calcular el area de la superficie esférica de radio R.

2. Calcular el drea del casquete esférico de apertura ¢ = 7/4.

3.4. Calculo de volimenes de cubos con aristas que
sean curvas coordenadas

Analogamente a lo anterior, ahora tenemos que

dv = dvol = d81 d82 ng = hl h2 hg dql dQQ dQ3

La cantidad hihohs indica cuanto se estira o encoge el
volumen de un cubo cuando se deforma para describir
un cubo coordenado.

Ejemplo 3.8. Calcular dvol para las coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas.

Ejemplo 3.9. Utilizando coordenadas esféricas.
1. Calcular el volumen de la bola de radio R.

2. Calcular el volumen del cono esférico de apertura ¢ = 7/4.
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3.5. Los operadores diferenciales en coordenadas ge-
neralizadas

Gradiente. Si ¢ es un campo escalar en el espacio, entonces

Vip(qr. g2, q3) = @ (Vip(qr, g2, q3) - @) + a2 (V(qr, g2, g3) - @2) + a3 (Vo (qu, g2, gs) - as)

1oy _ 1o _ 1w
=1— t+ay—— +a3———. ds; = h; dg;).
“ hy 36]1 a2h2 86]2 3h3 693 ( Q)

Divergencia. Si V es un campo vectorial en el espacio, expresado en términos de los
vectores normales a;,
V = Via, + Vaay + Vaas,

entonces

o 1 0 0 0
. = —— | —(Vihoh —(Vshsh —(Vahiho).
V-Via, g2, q3) I o e 8(11( 1ha 3)+8q2( ohs 1)+8q3( 3hihs)

Esto se demuestra usando que V-V = lim —+ [,V - ndo, con R cubos coordenados
con lados coordenados tendiendo a cero.

Laplaciano. Si ? es un campo escalar en el espacio, combinando las definiciones de
gradiente y divergencia, recordando que vQQ/J =V [vz/z], obtenemos

Vi yo b [0 hehs 0V O hshi Oy O Mihs O
d1,492,43) = hfl h2 h3 aql hl 8q1 8q2 h2 8QQ 8Q3 h3 8(13

Rotor. Si V es un campo vectorial en el espacio

arhy axhy ashs

= = o 1 0 0 0
vxv(QlaQQa%)_ hy ha hs a—ql 8—(]2 8—(13

Vi haVa hsVs

Ejemplo 3.10. Escribir el laplaciano de un campo escalar en coordenadas cartesianas,
esféricas y cilindricas.
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