4.6. Calculo de volimenes de cubos con aristas que
sean curvas coordenadas

Analogamente a lo anterior, ahora tenemos que

dv = dvol = d81 d82 ng = hl h2 h3 dql dQQ dQ3

La cantidad hihohs indica cuanto se estira o encoge el
volumen de un cubo cuando se deforma para describir
un cubo coordenado.

Ejemplo 4.8. Calcular dvol para las coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas.

Ejemplo 4.9. Utilizando coordenadas esféricas.
1. Calcular el volumen de la bola de radio R.

2. Calcular el volumen del cono esférico de apertura ¢ = 7 /4.

4.7. Los operadores diferenciales en coordenadas ge-
neralizadas

Gradiente. La idea es ahora escribir el gradiente de un campo escalar que viene dado
en coordenadas generalizadas, como una combinacion lineal de los vectores normales @y,
@s, a3. Entendiendo que el gradiente es el vector que apunta en la direccién de maximo
crecimiento de la funcién escalar considerada.

Si 1 es un campo escalar en el espacio, entonces

Vg, g, q3) = @ (vw<Q17Q27q3) '51) + as (vw<Q17Q27q3) '52) +53(v¢(Q17Q2,Q3) '53)
1oy _ 1o 10y
=—5— ta—F— +a3———.
1h1 oq 2hz g2 3h3 dqs

En la dltima igualdad hemos usado que V(q1, q2, q3) - @; = %S—Z, 1 =1,2,3, lo que puede
verse a partir del siguiente razonamiento. Supongamos que ¥(q1,q2,q3) v V(z1, T2, x3)
denotan dos férmulas para el campo escalar 1) que coinciden en cada punto fisico del

espacio tridimensional, es decir

1/}(917 q2, q3) = lll(xla X, $3)

siempre que (q1, o, q3) v (21, T2, x3) se relacionen a través de las férmulas (1) y (2). Més
precisamente

¢(q17 g2, (13) - \P(Xl(QM g2, q3)7 XQ(qla g2, 613)7 X3(Ql> qz, Q3))
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Luego, el gradiente del campo escalar es

ov A -~ 0v _
0zt (@1, 79, 73) 7 + 8—2($1,!E2,!E3)j + a—%(%,w,%) k.
Por otro lado, por la regla de la cadena,

8_1# B ov 0X, . oV 0X, n ov 0X;
dg; B Oxy 0qg; Oxy 0g; Oxs 0qg;

V\P(l’l, L2, :L‘3)

— 90X
=VU. = VU - (ha;),
\Y 0 VV - (h;a;)
X X1 - Xo— X5 X
donde hemos usado que g - = 86 :i + 88 sz + 86 :’k, hi = 'ng ’ (ver Seccién 4.3).
Finalmente,
oY =
= h;VV - a,
9q; ¢
0, lo que es lo mismo
- 1 oy
V.o =——.
vvea h; 0g;

Divergencia. Si V es un campo vectorial en el espacio, expresado en términos de los
vectores normales a;,
V = Via; + Vaas + Vaas,

entonces

1 0 B 9
Ry ha by | 9y B, Vihehs) + I >~ (Vahshy) + o—(Vshihs).

v V(Q17q27q3) a s

Esto se demuestra usando que V -V = lim ﬁ /] oR V -ndo, con R cubos coordenados
con lados coordenados tendiendo a cero.

En efecto... completar haciendo la demostracion.

Laplaciano. Si ¥ es un campo escalar en el espacio, combinando las definiciones de
gradiente y divergencia, recordando que W% =V- [71/}], obtenemos

1 0  hohs 81/1 L9 0  hshy 81/1 i h1h28_1/1
hl ha hs a(h hy 8(]1 g2 ho 8(]2 Oq3 " hs Oqgs

v w<QI7QQ7q3)

Rotor. Si V es un campo vectorial en el espacio

Elhl Eghg Eghg
Lo o 2
hy ha hs Jq,  Jgy gy
hiVi haVoo h3Vs

V x V(qla q2, (13)

Ejemplo 4.10. Escribir el laplaciano de un campo escalar en coordenadas cartesianas,
esféricas y cilindricas.
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Capitulo 5

Leyes de conservacion. Ecuaciones
constitutivas

5.1. Leyes de conservacion. Balance

Sea ) una regién del espacio R? y sea 0€) su frontera, que suponemos suave a trozos.
Estamos interesados en describir (cuantitativamente) la evolucién espacio-temporal de
una cantidad U en (). Por ejemplo, la energia térmica, la masa de un compuesto, etc. La
ley de conservacion basica establece el hecho casi obvio siguiente:

razén de inmigracion razén de creacion
razéon de cambio menos menos
= , . ., + , _ (5.1)
temporal de U razéon de emigracion razéon de desaparicién
a través de OS2 dentro de €.

Supondremos, para fijar ideas, que U = FE es energia térmica. Mas precisamente,
suponemos que si £/ = FE(£2;t) es la energia térmica en la regién ) a tiempo ¢, entonces
la densidad de energia térmica e = e(xy, x9, x3;t) es la propiedad intensiva asociada a F
y se relacionan de la siguiente manera:

B(Qst) = ///Qe(xl,xg,xg;t) dvol

La cantidad e(z1, xq, x3;t) también se denomina energia térmica por unidad de volumen
en el punto (z1,x9,x3) de Q en el instante t. Con esta notacién resulta

razén de cambio  d d
temporal de U %E(Qvt) ~ 0 ///Q e(x1, T2, x3;t) dvol

Llamemos ¢(z1, T, 73;t) al campo vectorial de velocidades de desplazamiento de la
energia térmica, de manera que:

cantidad de energia térmica

b1, 09, 035t) - T dor = que atraviesa la superficie S
g T ~ en la direccién que apunta 7

por unidad de tiempo.
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(p(x1, 9, x3;1) es el flujo de energia térmica por unidad de area en el punto (1, xe,z3) a
tiempo t). Por lo tanto, si 7@ es el vector normal a 02 que apunta hacia fuera de €2,

razén de inmigracion
menos
razon de emigracion
a través de OS2

- _/ $<x17'x27x3;t> ﬁd(f
o0

La creacién y aniquilacién de la cantidad F en € (que en el caso de energia térmica
puede corresponder a reacciones quimicas exotérmicas o endotérmicas respectivamente)
estd dada por una funcién f(xy, zq, x3;t) definida en ). La funcién f tiene signo arbitrario.
En los puntos e instantes donde sea positiva tendremos fuentes de energia, mientras
que cuando sea negativa tendremos sumideros de energia. La funcién f es una tasa de
creacion/aniquilacion de energia por unidad de volumen por unidad de tiempo, de manera
que

razén de creacion

menos
razén de desaparicién ///ﬂ f (@1, 22, 233 ) dvol
dentro de Q

Con estas tres magnitudes basicas, la ley de conservacion y el Teorema de Gauss,

podemos establecer una relaciéon cuantitativa precisa entre e, ¢ y f.

Sea 7° = (29, 29, 23) un punto fijo en Q y sea B = B(7°,r) una bolita chica centrada

en 7° de manera que B(7°,r) C Q. Consideremos el balance en B.

razon de cambio d d
temporal de £ en B @E(B’ )= dt ///B el @2, 253 £) dvl

razén de inmigracién/emigracion

a través de 0B - / 0B ¢(x1, 02, 23;1) - do
razon de creacién/desaparicion ‘
dentro de B - ///B f(x1, o, x3;t) dvol

Por el enunciado verbal del balance (5.1) tenemos que

d
%///B e(xy, T, x3;t) dvol

:_/8B$<x1’x2’x3;t)'ﬁdaJr///B Fx1, 22, 25:t) dvol  (5.2)

Por el Teorema de la Divergencia de Gauss, el primer término en el miembro derecho de
la ecuacion anterior es:

—/ E(xl,xg,:cg;t) ‘Tdo = —/// v-a(xl,@,xg;t) dvol,
OB B

donde V - ¢ es, claro, la divergencia del flujo térmico. Si e es una funcién suave, como la
derivacion en el miembro izquierdo de (5.2) es con respecto a la variable tiempo, que no
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es la de integracién, y como estamos considerando una bola B fija que no depende de la
variable temporal, tenemos también que

d 0
E///J;i e(x1, T, x3;t) dvol = ///B a«3(:1:1,:52,;1;3;t) dvol.

Finalmente, la ecuacién (5.2) se reescribe

9 _
/// [a@(l‘l,l’g,l’g;t) + V- p(x1, 29, 235 1) — f(21, 22, 73;1) | dvol = 0.
B

Esta igualdad debe cumplirse para toda bola B tal que B C Q. Si e y ¢ son de clase C!
y si f es continua, entonces la funcién entre corchetes es continua, y por lo visto en el
Capitulo 1 se tiene que cumplir que
9 o

ae(%, Ty, 235 t) + V- @(x1, 79, w35 1) — f(21, 70, 2351) =0
para todo (x1, 29, x3) € Q y todo t.

La ley de conservacion (de la energia) es entonces la ecuacion diferencial en derivadas
parciales de primer orden dada por

de
ot

Observacién 5.1. Una ley de conservacién similar se cumple si C' representa una con-

centracion, que es también una densidad de masa de una cierta sustancia, por unidad de

volumen: 50

— +V-¢=Ff 5.4
AV G=1 (54)

En este caso ¢ es el flujo de masa por unidad de édrea, y f es un término fuente de masa

por unidad de volumen por unidad de tiempo.

+V-¢=Ff (5.3)

5.2. Relaciones constitutivas

Supongamos ahora que denotamos con:
» u = u(xy, T, z3;1) a la temperatura en el punto (x, o, x3) € Q en el instante t;
» p = p(x1, 29, x3) a la densidad (de masa) del medio en el punto (z1,xs,z3) de Q;

» ¢ = ¢(x1, 29, x3) al calor especifico del medio en el punto (z1,zs,x3) de Q. Se
denomina calor especifico a la energia térmica necesaria para aumentar un grado
un gramo de la sustancia que constituye el medio en el punto (z1, s, z3)).

Entonces
e = cpu.
La ley de conservacion toma pues la forma
ou
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donde ¢, p y f son generalmente datos del problema, y u, ¢ son las incégnitas.

Es claro que teniendo una sola ecuacién, el problema de encontrar u y ¢ no esté sufi-
cientemente determinado. Las ecuaciones de balance, o leyes de conservaciéon tienen que
acoplarse con relaciones constitutivas que describen, cuantitativamente relaciones entre
¢ v u. La relacién constitutiva para la conduccién del calor se llama Ley de Fourier y es
elemental desde el punto de vista heuristico: “La energia térmica fluye desde las regiones
mas calientes hacia las mas frias y la magnitud del flujo es proporcional a la razén de
cambio (espacial) de la temperatura”. En otros términos (mds concretos),

¢ =—KVu,

donde K = K (1, z2, x3) se llama conductividad térmica del material y puede ser diferente
en puntos diferentes. Es claro que a mayor K, mayor flujo |¢|. Notar que el signo menos,
admitiendo que K es positiva, esta para satisfacer el requerimiento de direccion del flujo:
“de altas a bajas temperaturas” que es lo opuesto de la direccién del gradiente de wu.

El sistema
Ley de Conservacion
Relacion Constitutiva
nos da 9
U — _
—4+V-o=1
cpar T ¢=f

¢ =—KVu.

Sustituyendo la segunda en la primera, obtenemos la forma general de la ecuaciéon de
difusion o ecuacion del calor en el espacio tridimensional:

ou — —
cp—= —V-(KVu)=f. (5.5)
ot
Recordemos que ¢, p y K son funciones del punto.
Cuando la conductividad térmica K es constante, la ecuacién toma la forma
ou
C RS
P ot
Cuando no hay fuentes (ni sumideros) y también el calor especifico y la densidad son
constantes, tenemos

KV u = f.

%:W%:k(

0’y Pu  J*u
ot

or?  Oxd  0x3
K o .
con k = — la difusividad del material.
cp
Observacién 5.2. Cuando consideramos una concentracién (de masa) C' en lugar de

una temperatura, o densidad de energia térmica, la relacién constitutiva que relaciona C'
con el flujo ¢ se denomina Ley de Fick:

b= —kV0,

que es igual a la de Fourier. Incorporando esta relacién constitutiva en la ley de conser-
vacién obtenemos:
oC
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Obtuvimos la misma ecuacién para la incégnita C' que habiamos obtenido anteriormente
para la incognita u. Esta ecuacion se denomina ecuacion de difusion y modela tanto
difusion de calor como de masa.

5.3. Reduccion de dimensiones

Volvamos a la ecuacion del calor. Cuando hay razones fisicas para predecir la inde-
pendencia de la temperatura de algunas de las variables x;, x5, x3 se tienen versiones
de la ecuacién del calor en dimensiones uno (varillas) y dos (placas), pero esto no im-
plica, necesariamente la unidimensionalidad, o bidimensionalidad del medio en el que
esta ocurriendo el proceso de difusion.

Ecuacién del calor unidimensional: Si consideramos una varilla de pequeno espesor,
aislada lateralmente, y alineada con el eje x1, resulta un modelo valido al suponer que
todas las cantidades son constantes sobre planos paralelos al plano x,x3. Por lo tanto
obtenemos la ecuacién:

ou 0 ou
T T (K=Y =
ot 0z, ( 0z, /
——
=V-(KVu)
- du .
conu = u(xy;t) y f = f(xy;t). En este caso el flujo ¢ = (— Ka—, 0, O), y suele definirse
Ty
directamente el flujo escalar ¢ = —K a—u, interpretando que el flujo es hacia la derecha
x

1
cuando ¢ > 0 y hacia la izquierda cuando ¢ < 0.
Llamando x a z; (ya que es la unica variable de interés) obtenemos

ou 0 ou
Cﬂa T or (Kﬁ_x) =

cpuy — (Kug), = [

que también podemos escribir

En el caso en que los coeficientes ¢, p y K son constantes, y llamando fa-t

cp
ou Pu -
i M
ot Ox? /:
0, lo que es lo mismo .
Uy — kg, = f.

Ecuacién del calor bidimensional: Si consideramos una placa plana delgada, alinea-
da con el plano x4, aislada en su parte superior e inferior, es valido suponer que todas
las cantidades son constantes sobre rectas paralelas al eje 3 y obtenemos la ecuacién:

c@— 8(K8u +8 au)
P ot Or, > Ox Oxy ~  Ox,

=V (KVu)

(2| = 1
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con u = u(xy,x9;t) y f = f(x1,z2;t). En el caso en que los coeficientes ¢, p y K son
constantes, y llamando x, y a x1, zo respectivamente obtenemos

ou Pu  Ou <
o "am o) =1

0, lo que es lo mismo

Up — k:(um +uyy) = f.

5.4. Condiciones iniciales y de borde

Cuando intentemos resolver la ecuacion del calor en una regién delimitada, por ejem-
plo, correspondiente a un objeto con una cierta forma y con ciertas propiedades fisicas,
necesitaremos agregar al problema ciertas condiciones iniciales (Cl) y de borde (CB).

Consideremos entonces, para fijar ideas que tenemos un objeto conductor del calor
(por ejemplo un metal), que ocupa una regién 2 del espacio.

Quisiéramos usar la ecuacion del calor para calcular soluciones y predecir temperaturas
futuras, o calcular temperaturas en puntos del objeto donde no podemos medir.

Como la ecuacién del calor tiene una derivada con respecto al tiempo ¢, debemos
proveer una condicion inicial (CI), usualmente a tiempo t = 0: la temperatura inicial. Es
posible que la temperatura inicial no sea constante, sino que dependa de T = (1, T2, x3).
Luego, debemos proveer una distribucion inicial de temperatura

w@0) = f(T), TeQ,
0, de otra manera
u(l’l,fL‘Q,fL‘g; 0) - f(l'l,l'g,l’i}), (l‘l,l’g,l’g) S Q

.Es esta informacion suficiente para predecir la temperatura en el futuro? La respuesta
es no. Sabemos la distribucién de temperatura inicial y sabemos que la temperatura
cambia acorde a la ecuacién diferencial parcial (5.5). Pero ain nos falta saber qué ocurre
en el borde del objeto €2. Sin esta informacién, no podemos predecir el futuro.

Los siguientes tipos de condiciones de borde son los més usuales:

Temperatura prescripta. FEn ciertas situaciones, puede suponerse que la temperatura
en el borde del objeto (o en parte del borde) se conoce o esta predeterminada y es igual
a up(T;t) en el punto T = (x1, 9, x3) de J2 en el instante ¢. En este caso, la condicién
de borde se escribe

u(T;t) = up(T; t), Te€o, t>0. (5.6)

Una situacién fisica que puede representarse on esta CB es el caso en que ug(t) es la
temperatura de un bano de fluido con el cual el objeto esta en contacto.

Otra situaciéon donde esta condicion de borde puede ser 1til es cuando se conoce la
temperatura de un objeto en todos los puntos de su borde y quiere utilizarse la ecuacion
del calor para (una vez resuelta) conocer la temperatura en todos los puntos interiores.
Por ejemplo, cuando sumergimos un noqui en agua hirviendo, todos los puntos del borde
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del noqui estaran a 100°C, podemos utilizar la ecuacién del calor para saber cuando las
partes del noqui més centrales llegan a 99°C. En este caso, la condicién de borde serd

u(T;t) = 100, TeO) t>0.

La condicién de borde en que se prescribe el valor de la incognita v se denomina
condicién de borde de tipo Dirichlet.

Flujo prescripto. En otras situaciones es posible suponer que se conoce (o esta pres-
cripto) el flujo de calor en lugar de la temperatura, es decir

—K(Z) Vu(z;t) -7 = p(T; 1), T€O, t>0, (5.7)
0
u

on

donde ¢(7;t) es una funcién conocida o dada, y 7 es el vector normal exterior a 0.

El ejemplo mas simple de flujo de calor prescripto en la frontera es cuando el borde
esta perfectamente aislado. En este caso no hay flujo en la frontera (¢ = 0), y la condicién
de borde se escribe

%@; =0, T t>0 (5.8)

La condicion de borde en que se prescribe el valor de la derivada normal de la
incognita u se denomina condicién de borde de tipo Neumann.

Ley de enfriamiento de Newton. Cuando el objeto estd en contacto con un fluido
en movimiento (aire, agua, aceite, etc.), entonces las condiciones hasta ahora vistas no
parecen del todo apropiadas. Por ejemplo, imaginemos un objeto que esta caliente, y en
contacto con aire en movimiento. El calor saldré del objeto, calentando el aire. Y el aire
se llevara el calor por el movimiento mismo. Experimentos muestran que el flujo de calor
que sale del objeto es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto (u(7;t))
y la temperatura del fluido exterior (ug(t)). Esta condicién de frontera se llama Ley de
enfriamiento de Newton. Si la queremos escribir en términos matematicos resulta

—K(E)%(f; t) = Hu(z;t) —up(t)], Te€d, t>0, (5.9)

donde la constante de proporcionalidad H se llama coeficiente de transferencia de calor

0 co%ﬁciente de conveccion. Esta condicién de borde involucra una combinacion lineal de
uy %

El coeficiente H en la ley de enfriamiento de Newton se determina experimentalmente.
Depende de las propiedades del objeto como asi también de las del fluido (inclusive de
la velocidad con la que el fluido se mueve). Si el coeficiente es muy pequeno, muy poca

energia fluye a través del borde. En el limite H — 0, la ley de enfriamiento de Newton,
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se convierte en la condicion de borde aislado. Podemos pensar que la ley de Newton con
H # 0 representa un extremo que no esta perfectamente aislado.

Cuando H es grande, mucha energia fluye a través del extremo. En el limite H — oo,
la condicién de borde se transforma en la condicién de temperatura prescripta u(T,t) =
up(t). Esto puede verse facilmente si dividimos (5.9) por H:

K(Z)ou,_ _
- a_ﬁ(x, t) =u(T,t) —up(t),

y tomamos limite cuando H — oc.

La condicién de borde en que se relaciona el valor de la derivada normal — con la

n
diferencia entre v y un dato up se denomina condicién de borde de tipo Robin.

Observacién 5.3. Cuando consideramos el flujo de calor unidimensional, por ejemplo
en una barra cilindrica de longitud L, las condiciones de borde se escriben de la siguiente
manera:

Dirichlet Neumann Robin

2=0 | u(0,f) = up(t) | —Ko(0)us(0,8) = ¢(t) | —Ko(0)us(0, 1) = —H[u(0, 1) — up(t)]
v=1L | w(L,t) = up(t) | —Ko(L)us(L,t) = ¢(t) | —Ko(L)us(L,t) = Hlu(L,t) — up(t)]

Es importante observar el cambio de signo (H se transforma en —H cuando consideramos
x = 0) en la ley de enfriamiento de Newton. ;Por qué?

5.5. La ecuacion de Laplace y la ecuacién de Poisson

Cuando la conductividad térmica del material y la fuente f son independientes del
tiempo en la ecuacién general de conduccion del calor

cp%zv-l(vu—l—f,

y nos proponemos encontrar soluciones estacionarias (independientes del tiempo) de esa
ecuacion, al hacer u; = 0 tenemos la ecuacion de Poisson

V- -KVu=—f

VQU = —f si K es constante.

Cuando la fuente es nula tenemos la ecuacion de Laplace

V- -KVu=0

Vzu =0 si K es constante.
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5.6. Otras relaciones constitutivas

La forma general de una ley de conservacién de una cantidad u = u(T;t) es una
relacion diferencial entre u, el flujo ¢ de la cantidad u y las fuentes f que miden la
generacion o desaparicion de la cantidad u en el dominio. Precisamente

w+V-¢p=Ff

En muchos casos la fuente f es funcion del punto del espacio, del instante ¢ y también de
uw misma: f = f(Z,t,u).

Las relaciones constitutivas son las relaciones entre el flujo ¢ y la cantidad u. En el
caso de la conduccién del calor, la relacién constitutiva es la Ley de Fourier ¢ = —K Vu.
Otros modelos fisicos (en sentido amplio) que tienen la misma ley de conservacion estan
dados por otras relaciones constitutivas. En dimensién espacial igual a uno, la ley de
conservacién toma la forma

ou 8_&_

8t+6x—f

El cardcter vectorial de ¢ queda determinado por su signo, entendiendo que cuando
¢ es positivo el flujo es en el sentido creciente de la variable = (hacia la derecha) y
cuando es negativo, el flujo ocurre en el sentido opuesto. Asi, la ecuacién que da la ley
de conservacion tiene la forma sencilla

ut+¢$:f7

U= u(x,t); ¢ = gb(l‘?t); f= f(x,t,u).

Transporte, adveccion: Relacion constitutiva “el flujo es proporcional a la cantidad
que fluye”
¢ = cu.

El flujo ¢ no depende explicitamente de ¢ ni de x, sélo a través de u. La incognita u
satisface la ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden

ug + cu, = f.
Cuando f = 0 se tiene la ecuacion de adveccion:
up + cuy = 0; u=u(x,t).

Esta ecuacion es sencilla porque es esencialmente una ecuaciéon ordinaria elemental. En
efecto pensemos el lado izquierdo como el producto escalar del vector (¢, 1) con el gradiente
espacio-temporal (u,,u;) de u. La ecuacién de adveccién dice entonces que la derivada
direccional de w en la direccién (¢, 1) es nula. Esto significa que u es constante en la
direccién del vector (c, 1).
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En otras palabras, la ecuacion de adveccion dice que u es constante en lineas paralelas
a V= (¢, 1). Notar que un vector perpendicular a (¢, 1) es (1, —c¢), y por consiguiente u
solo puede depender de la variable perpendicular a cx + t, es decir

u(x,t) = F(x — ct)

para alguna funcién F' de una variable, de clase C* (derivable con derivada continua). En
efecto, por la regla de la cadena

u = F'(x — ct)(—c), u, = F'(x — ct)1,

y por lo tanto
u; + cuy, = 0.

Notemos de paso que si u(x,0) = F(z) es la condicién inicial, entonces necesariamente
tendremos que la tnica solucién del problema

uy + cuy =0, (z,1) € R?,
u(z,0) = F(z), z€R,

estéd dada por u(z,t) = F(x — ct). Por ejemplo, is F(z) = e, la solucién es una
Gaussiana que se traslada a velocidad c:

u(z, t) = e =0,

Se tiene adveccion con decaimiento cuando el término fuente f = —Au con A > 0.

Adveccién no lineal: Cuando la relacién constitutiva ¢ = ¢(u) estd dada por una
funcién no lineal ¢ de la variable u. La ecuacion diferencial de primer orden toma ahora
la forma

up + @' (w)ug = f.
5.7. La ecuacion de ondas

Maés adelante haremos una deduccién de la ecuacion de ondas desde el punto de vista
de vibraciones de una cuerda. Elegimos ahora el punto de vista de las ondas electro-
magnéticas porque esto nos lleva a introducir el sistema de las Ecuaciones de Maxwell.
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La profunda relacion entre campos eléctricos y magnéticos, cuya investigacion se inicia
con los experimentos de Faraday, “moviendo imanes” y “haciendo girar corrientes eléctri-
cas” estd expresada en el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
primer orden llamado Las Ecuaciones de Mazwell. Denotemos por B = B(Z;t) el campo
magnético en el punto 7 y en el instante ¢. Denotemos con E = E(7;t) el campo eléctrico.
Ambos campos son solenoidales (V-B = V- E = 0) y las variaciones temporales de cada
uno de ellos se traducen en variaciones espaciales del otro. Muchisimo mas precisamente,
el sistema de Ecuaciones de Maxwell se escribe:

V-B=0 (M.1) Ley de Gauss para el campo magnético
V-E=0 (M.2) Ley de Gauss
M:q_ OF N
VxB= Sotto - (M.3) Ley de Ampere
- = 0B
VxE= 5 (M.4) Ley de Faraday

donde ¢q es la permisividad del espacio (constante eléctrica) y pg es la permeabilidad del
espacio (constante magnética). A partir de este sistema obtendremos la ecuacién de ondas
electromagnéticas. Para ello necesitaremos una férmula que es muy 1til y relaciona tres
operadores de segundo orden obtenidos por iteracién del operador nabla: V.

Si V es un campo vectorial de clase C? en el espacio, el Laplaciano vectorial de V es el
campo vectorial cuyas componentes son los Laplacianos de cada una de las componentes
de V:

Si V:VJ+V23+V},E, entonces 627272\/15+62V23+72V3E.

Por otra parte, puesto que la divergencia de V es un campo escalar, podemos calcular
su gradiente para obtener V(V - V). También esta bien definido el rotor del rotor de V:
V x (V x V). La férmula que nos interesa es una relacién entre estos tres operadores
vectoriales, que resumimos en el siguiente

Lema 5.4. Si V es un campo vectorial C? en el espacio, entonces

VV=VNV -V)=Vx(VxV).

O sea, el Laplaciano vectorial es el gradiente de la divergencia menos el rotor del rotor.

Demostracion. Supongamos primero que V = V; 4, entonces V'V = vQVJ, y por otro
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