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Presentacion
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Capitulo 1

La integral como un promedio

1.1. Desplazamiento y velocidad

Si t denota el tiempo, medido por ejemplo en segundos, y z(t) denota la distancia re-
corrida por un vehiculo durante el intervalo de tiempo [0, ], digamos en metros, entonces:

z(t
] % es la velocidad media en el intervalo de tiempo [0, ], en metros por segundo.

b) —
. M (con 0 < a < b) es la velocidad media en el intervalo de tiempo [a, b],
—a
en metros por segundo.

h) —
" ciChs f)z z(a) es la velocidad media en el intervalo de tiempo que dura h segundos

y comienza en t = a, también en metros por segundo.

. lim z(a+h) —z(a)
h—0
segundo. Si definimos

es la velocidad instantdnea a tiempo t = a, en metros por

entonces v(t) es la velocidad instantdnea a tiempo t.

= Por el teorema fundamental del cilculo

L%@ﬁzl%ﬁﬂhm@—ﬂ@

Es decir, la integral de la velocidad (entre a y b) es la distancia recorrida (entre los
instantes de tiempo t = a y t = b). Luego

b x —Irla
bialvwﬁ: %_5)

es la velocidad media en el intervalo de tiempo [a, b]. En otras palabras, la cantidad

1 b
b—/ v(t) dt es el valor medio de v(t) en el intervalo [a, b].



1.2. Masa y densidad

Supongamos que tenemos un cuerpo que ocupa una region llamada €2 del espacio
tri-dimensional R3. Si la masa de una (sub)regién R de Q es m(R) (en gramos), y su
volumen es vol(R) (en ¢cm?), entonces:

R
m(R) es la densidad media del cuerpo en la region R, en I

» Fl cociente F(R) p—s

» Si B(P,r) denota la bola con centro P y radio r, entonces la densidad puntual f(P)

se define como
m(B(P, r))

im ———
r=0 vol (B(P,r))

es decir, la densidad de un punto es el limite de las densidades de regiones que se
encogen cada vez mas hacia ese punto.

f(P) =

= Ahora no resulta tan obvio como en el caso del desplazamiento y la velocidad, pero
en cédlculo siempre nos enseniaron (por decreto) que si f(z) es la densidad puntual
de un objeto que ocupa una regién R, entonces su masa se calcula como

m@ﬁiNZﬂ@dmL

ino es cierto? Para afirmar que integrando la f(z) que se obtiene como en el punto
anterior se recupera la masa m(R), haria falta un teorema, ;jno les parece?

1.3. Valor medio en R

Supongamos que f(z) es una funcién continua en R. Consideremos el intervalo [a, b]
y observemos que por definicién de minimo y maximo

r[nl’br]lf < f(z) < n[aag]x 1, para todo z € [a, b].

Maés precisamente, si m denota el minimo valor que toma f en [a,b] y M el méximo,
entonces
m < f(x) < M, para todo x € [a, b].

Integrando entre a y b, obtenemos que

b b b
/mdmﬁ/f(a:)de/de,

b
m(b— a) §/ f(z)de < M(b—a),

0 sea,

y por lo tanto

1 b
me_alf@ngM.
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1
b—a

constante f sobre el intervalo [a, b]:

/ab7d:c=(b—a)7=(b—a)bia/abf(a:)d:c:/abf(x)dx

Es decir, el valor f es el valor de la funcién constante cuya integral es igual a la integral
de f sobre el intervalo [a, b].

b
Ademas, si llamamos f = / f(z) dx, observemos lo que ocurre al integrar esta

El area bajo el gréifico de f es
igual al drea del rectangulo de
base (b—a) y altura f, es decir,

/f T(b—a).

Por lo tanto, el valor de f hace
que las dos regiones sombrea-
das tengan la misma &rea.

a b
En base a estas observaciones:

ia/abf(x)dx

Si ahora consideramos el valor medio de f en un intervalo [a, a+h] (h > 0), obtenemos
que

Llamaremos valor medio de f sobre el intervalo [a, b] a la expresién

mp = min f < — / f(z dm<maxf—Mh

[a,a+h] [a,a+h]
Pero como la funcién es continua, }llmtl) M, = f(a) y también }ILIH(I) mp = f(a), y por lo
— —

tanto:

De manera similar, se puede concluir lo siguiente:
Teorema 1.1. Si f es una funcion continua en x = xy entonces
1 xo-i—h
lim —/ F(@)dz = f(ao).
zro—h

Teorema 1.2. Si f es una funcidn continua en © = xy e {I,}32, es una sucesion
de intervalos para la que existe una sucesion de nimeros positivos {h,}>2, tales que
I, C [0 — hn,xo + by y hy — 0, entonces

, 1
nh_{go longitud(7,) /In f(w)de = (o).

8



En palabras, si una sucesion de intervalos esta metida en otra sucesion que se encoge
a un punto entonces la sucesion de promedios tiende al valor de la funcion en ese
punto.

Las demostraciones rigurosas de estos teoremas quedan como ejercicio (ver 1.5— 1.9),
y se sugiere hacerlas utilizando un argumento de tipo ¢ — . El argumento previo con
maximos y minimos fue realizado para ilustracién del resultado, pero no es un buen
camino para obtener una demostracién rigurosa.
Ejemplos:

1 zo+h

. — f(z)dz — f(xy) cuando h — 0.
3h xo—2h

1 zo+2h
. —/ f(z)dz — f(x¢) cuando h — 0.

h oth

1 zo+h
. 5 / f(z)dz — f(x¢) cuando h — 0.
h—12 ),

1.4. Valor medio en R? y R?

En esta seccién trabajaremos en R? y R3, pero los resultados pueden generalizarse
facilmente a R? para cualquier d > 1.

Dada una regién R en R, denotaremos con |R| su medida, que serd el drea cuando
d = 2 y el volumen cuando d = 3. Si S es una superficie en R, y C' una curva en R? o
R3, también denotaremos con |S| su drea y con |C] su longitud (respectivamente). Con
esta notacion resulta:

vol(R) = |R| = / / / dvol si R es una regién del espacio R?
R
area(R) = |R| = / / dA si R es una regién del plano R?
area(S) = |S| = / / do si S es una superficie en R
longitud(C) = |C| = /C si C es una curva en R? o R?

De ahora en adelante utilizaremos la notacion siguiente:
= dvol: diferencial de volumen;
» dA: diferencial de 4rea en el plano R?;
» do: diferencial de 4rea de superficie en R3;

» ds: diferencial de longitud de arco de curva en R? o en R3.



Ejemplos:

Si consideramos el rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] = {(z,y) e R?* :a <2 <b,c<y <
d}, entonces |R| = (b—a) x (d — ¢).

Si consideramos el prisma R = [a,b] x [c,d] x [e, f] = {(x,y,2) € R :a < 2z <
bye<y<d,e<z<f} entonces |[R| = (b—a)x (d—c)x (f —e).

drrs.

Si B(x,r) denota la bola con centro en  y radio 7 en R?, entonces |B(z,r)| = 5

)
Si D(x,r) denota el disco con centro en z y radio 7 en R?, entonces |D(z,r)| = 7.
r)

Si C(x,r) denota la circunferencia de centro x y radio 7 en R? (borde del disco
D(z,r), C(x,r) = 0D(z,r)) entonces |C(x,7)| = 27r.

Si S(z,r) denota la superficie esférica de centro x y radio r en R? (céscara o borde
de la bola B(z,r), S(x,r) = dB(x,r)) entonces |S(z,r)| = 47r?.

Haciendo el mismo razonamiento de antes, se cumple que si f es una funciéon continua

[J[5 f dvol

mEl;n f< R < mgx f  si R es una regién de R3
ml%n f< ff}TR| < méx f si R es una regién de R?
J fs fdo : : 3
min f< | S] < max f si S es una superficie en R
mcln f< fc Sl < mgx f si C es una curva en R? o en R3

Yy mas aun,

Si

Si

Si

Si

N e N

= —ffle]J;|dV01 entonces // R? dvol = // i J dvol (R regién de R?)

= fflTngA entonces //RfdA = /RfdA (R regién de R?)

= % entonces / /s fdo = / g fdo (S superficie en R?)

= Jo f ds entonces / fds = / fds (C curva en R? o R3)
] c c

En todos estos casos diremos que f es el valor medio de f sobre R, S o C segtin corres-
ponda.

Un resultado andlogo al Teorema 1.1 en més dimensiones es el siguiente (lo enunciamos
para R? pero lo mismo vale en R? cambiando B(z,r) por D(z,r) y dvol por dA).

Teorema 1.3. Si f es una funcion definida en R3 y es continua en x = xq, entonces

1
m ///B(mo,r) f dvol — f(xo) cuando r — 0.
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En otras palabras, si {r,} es una sucesion de radios (r, > 0) que tiende a cero, entonces

1
m ///B(xo,rn) Jdvol = f<m0) cuando n — 00.

Observaciéon 1.4. Este teorema justifica ahora la definicién de densidad puntual y la
relacién con la masa. Mas precisamente, si f(z) es una funcién que cumple que

_ / / /R f(z) dvol,

_ m(B(z,r))
J(w) = 7“1—>0+ vol(B(z,T))

entonces necesariamente

Resultados andlogos al Teorema 1.2 son los siguientes:

Teorema 1.5. Sea [ una funcidn definida en R3, continua en xq. Si {R,}52, es una
sucesion de regiones de R? tales que R,, C B(xo,mn) y 1 — 0, entonces

// f dvol — f(zo) cuando n — oco.
Rl JJ I,

Ejemplo 1.6. Consideremos la funcién f(z,y,z) = 22 + 3> + 22, calcular el siguiente

limite
1+h  24+h  3+h
hm—/ / f(x,y, 2)dzdydz.

Las regiones de integracién son cubos Q) de lado h (volumen h3) que tienen un vértice en
el punto xy = (1,2,3). El cubo @), esta entonces contenido en la bola B((1,2,3),2h) de
centro (1,2,3) y radio 2h. Al hacer tender h a cero, obtenemos el valor de f en el punto
(17 2’ 3)a

f(1,2,3) =12+ 2%+ 3% = 14.

Teorema 1.7. Sea f una funcion definida en R3, continua en xq. Si {S,}22, es una
sucesion de superficies de R3 tales que S, C B(wg, ) y o — 0, entonces

1
m/ fdo — f(xy) cuando n — oo.
n Sn

Ejemplo 1.8. Consideremos la funcién f(z,y,z) = x? + y* + 22, calcular el siguiente
limite

Hm_/ f(xaya Z) dO’,
oQn

donde @} son los cubos del ejemplo anterior, y dQ; denota la superficie que recubre a
Q. Como el drea de 9Q), es 6h? tenemos que

}g%ﬁ/whfx Y, 2 0—6113%@/8%1’90 y,z)do =6£(1,2,3),

puesto que los cubos @), cumplen las mismas hipdtesis que antes.

11



1.5. Aplicaciones
En base a las observaciones de la secciéon anterior, podemos demostrar que:

Teorema 1.9. Si f es una funcién continua en una regién Q de R3 y fffB(x y [ dvol =0
para toda bola B(x,r) contenida en Q, entonces f = 0.

Demostracion. Sea xy un punto de la regién 2. Entonces

f(xo) = 113(1) Blaor ’/// s f dvol = 0. O

Teorema 1.10. Si f es una funcion continua en una regién Q0 de R3 y ffo f dvol =0
para todo cubo Q) contenido en €2, entonces f = 0.

Demostracion. Sea xy un punto de la region €2, y denotemos con @), al cubo con centro

xo v lado h. Entonces
xg) = lim dvol = 0. ]
fl@o) h—0 ’Qh’//th

Observacién 1.11. Es importante notar que si uno sabe que [/ o/ dvol = 0 sobre una
region @), esto no implica necesariamente que f = 0 en todos los puntos de ).

Lo que afirmamos anteriormente es que si f f fQ f dvol = 0 para todos los cubos @
contenidos en una region ) entonces f es cero en todos los puntos de 2. Por ejemplo,
la funcién f(z,y,z) = xy tiene integral cero sobre el cubo [—h, h] X [—h,h] X [=h,h] ¥y
sin embargo no es cero en todos los puntos. También la funcién sen(z) tiene integral cero
sobre el intervalo [—m, 7], y sin embargo no es idénticamente cero.

Observacién 1.12. Sin embargo, si uno sabe que ffo f dvol = 0 sobre una regién Q, y
también sabe que la funcién f no cambia de signo, por ejemplo, si se sabe que f(z) > 0
para todo x € @, entonces si se puede concluir que f(z) = 0 para todo = € Q.

1.6. Valor medio generalizado

Vimos en la seccién 1.3 que si f es una funcién continua en R, entonces

1 xo+h

o - f(z)dz = f(zo).
Si definimos
Xh(w):{% si —h<z<h
0 enc.o.c.
zo+h 0o
Entonces %/ f(z)dx = / f(z) Xp(xg — ) dx, y luego
xo—h —00

h—0 J_

iy [ o) Xa(o = ) do = f ).

12



T h-18 ‘ ‘ T h-u8

——h=1/4
a4t — ——h=1/2f] 4t

-~ h=1
3t 3
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1 1

\ \

0 | | 0
L 1 0 1 2 = a 0 1 2

Figura 1.1: Grafico de X (x) (izquierda) y de pp(x) (derecha) para varios valores de h.

La integral / f(z)Xp(xg — ) dx se llama convolucién de f y X, y se denota por
—00

f * Xn(xg), es decir
[ Xn(zo) = / f@)Xp(xog—x)de —  f(xo) (cuando h — 07).
Observemos que por un cambio de variables resulta

I * Xp(zo) = /00 f(z) Xp(xg — ) da = /00 f(zo — x) Xp(x) de = Xp, * f (o)

y por lo tanto también
/ flxo— ) Xp(x)de —  f(z0) (cuando h — 01).

En la Figura 1.1 (izquierda) se muestran algunas funciones X,(x). Observamos que a
medida que h se hace mas cercano a cero, la funcion Xj, se concentra en intervalos mas
pequenos alrededor de cero, pero que el drea bajo el gréfico es siempre 1 ( ffooo Xp(x)de =
1). Otra observacién que podemos hacer es que si definimos

2

g —1<e<1
X(z) =
0 en c.o.c.

1 s
entonces resulta que Xp(z) = 7 X(ﬁ)

Puede demostrarse que el mismo resultado se cumple si cambiamos X(x) por cualquier
funcion positiva que tenga integral 1. Por ejemplo, si consideramos la campana de Gauss
1
r) = —¢
p(x) NG

1
y definimos pp(z) = 7 p(%) (ver Figura 1.1 derecha), entonces cuando h — 0

_(z==zq

Fromten) = o= [ 1) e 7 s - =/ T fe—w)e D fa).

13



Las sucesiones de funciones que se concentran alrededor del origen y tienen esta pro-
piedad se denominan aproximaciones de la identidad, pues al hacer la convolucién con
una funcién f y tomar limite, se recupera el valor de f. También se dice usualmente que
tienden a la delta de Dirac.

1.7. Ejercicios

1.1. Dar ejemplos de funciones continuas que no sean idénticamente nulas en el dominio
indicado, y cuyas integrales den cero.

(a) Intervalo [0,1] de R.
(b) Cuadrado [0, 1] x [0,1] de R2.
(c) Cubo [0,1] x [0,1] x [0, 1] de R3.

1.2. Calcular los siguientes limites para f(z,y, z) = 2z + y — 2>
(NO calcular ninguna integral, usar los teoremas del Capitulo 1).

1+h pl+h pl+h
(a) hm—/ / f(z,y,2)dzdydx

h—0 h3
1+h 1tk
(b) flzlir(l)ﬁ/l /1 f:r:y, z)dz dydx
L+h  plth  plth
@lims [ [ [ rwwdzdya

242h  p—1+h
(d) }lg%ﬁ/ /__ / f(z,y,2)dzdydx

—1+h
(@ Jim [ / F(,y,0) dy d

L+h  pd+h
(f) hm—/ f(z,y,2)dydx

(8) grg+—///(101  dvol

(h) lim - / f ds, donde C, denota la circunferencia de radio r y centro (1,1, 0) conte-
c

r—0t T A
nida en el plano xy.

1.3. Demostrar que si f y g son dos funciones continuas en R3 y

[ raso=[[[ gvol

para toda regién R del espacio R?, entonces f(zq) = g(z) para todo z € R3.
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1.4. Calcular los siguientes limites:

o0

* 1.5. Sea f una funciéon definida en R, integrable sobre todo intervalo acodato. Demos-
trar que si f es continua en x, entonces

1 xo+h

f(x)dx = f(x0).

m —
h—0Tt 2h zo—h

* 1.6. Sea f una funcién definida en R, integrable sobre todo intervalo acodato. De-
mostrar que si f es continua en g, e {I,}52, es una sucesion de intervalos para la que
existe una sucesién de nimeros positivos {h, }5°, tales que I, C [xg — hy,xo + h,] para
n=12,... y h, = 0 cuando n — oo entonces

, 1
nlglgo longitud(7,) /In f(x)de = (o).

* 1.7. Sea f una funcién definida en R?, integrable sobre toda bola. Demostrar que si f
es continua en xg, entonces

1
m ///B(x(w) [ dvol — f(l‘o) cuando r — 0.

* 1.8. Sea f una funcién definida en R3, integrable sobre todo conjunto abierto acotado y
continua en xy. Demostrar que si { R, }52, es una sucesién de conjuntos abiertos no-vacios
de R? tales que R, C B(zg,r,) paran =1,2,... y r, — 0 cuando n — oo, entonces

lim II;nI///nf dvol = f().

* 1.9. Sea f una funcién continua en R3. Si {S,}°, es una sucesién de superficies
(suficientemente suaves, donde esté definida la integral) de R? tales que S, C B(zo,7,)

paran=1,2, ... yr, — 0 cuando n — oo, entonces
fim o ([ fdo = fa
1mm —— o = Zo)-
n—oo |Sn’ s,

Interesante: las superficies podrian ser bastante raras, y “grandes” de manera que |S,| —
oo y atn asi el limite ser f(zo).

* 1.10. Dada una funcién f € L*(Q), con Q un subconjunto medible acotado de R
(d € N), demostrar que el valor medio de f sobre Q definido por f = ﬁ Jo, [ es el valor

de t que minimiza la funcién ¢ : R — R dada por ¢(t) = [, |f(z) —t|* dz.
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* 1.11. Sea Q un conjunto abierto no vacio de R? y sea f una funcién continua en .
Demostrar que si fﬂ fodr =0 para toda ¢ : €2 — R de la forma

O(x) = Puyr(x) = (r — |x — 20])3 = max{0,r — |z — x|}, con B(zo,2r) C £,

entonces f = 0 en ). Graficar algunas funciones ¢ de esa forma para ayudarse a entender.

* 1.12. Sea Q un conjunto abierto no vacio de R? y sea f una funcién continua en 2.
Demostrar que si fQ fodxr =0 para toda ¢ : {2 — R continua en €2, entonces f = 0 en ).

** 1.13. Sea p : RY — R definida por
e_m, si|z| < 1,
plz) = {0 s :a:; > 1.
Demostrar que:
= p€ CX(RY),
» p(z) > 0 para todo x € R? con |z| < 1,
» p(z) =0 para todo x € R? con |z| < 1.

** 1.14. Sea  un conjunto abierto no vacio de R? y sea f una funcién continua en 2.
Demostrar que si [, f¢dz = 0 para toda ¢ € C3°(€2) entonces f =0 en .
Aclaraciones y ayuda:

= C5°(R2) denota el espacio de las funciones infinitamente diferenciables en €2 que
tienen soporte compacto contenido en §2.

= El soporte de una funcién continua es la clausura del conjunto de puntos donde no
se anula, es decir sop ¢ = {x € Q : ¢(z) # 0}).

» Ayuda: la funcién p del ejercicio anterior es C5°(R?), trasladandola y encogiéndola
se la puede hacer C§°(€2) y se la puede utilizar como a las funciones ¢,,, del
ejercicio 1.11 .
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Capitulo

Integrales de linea y de superficie

El objetivo de este capitulo es solamente repasar lo que significa integrar sobre una
linea o sobre una superficie, y cudles son las férmulas que se utilizan.

2.1. Integrales de linea
Consideremos una curva C' parametrizada por una funcién 7(t), para t € [a, b]:

F(t) = 21 (t)i + z2(t)] + z3()k

C
3(t) /w))
V(a)
; ;o =
Y(t) = 24 (8)i + a5(t)j + a5(t)k

La férmula para calcular la longitud de esta curva es la siguiente

longitud(C) /ds-/ 7' ()| dt = /\/xl )2+ x4 (t)? dt,

y llamamos diferencial de longitud de arco a

ds = [7'(t)| dt = \/(t) 2 4 ()2 dt.

La integral de una funcién escalar f definida sobre C' se calcula de la siguiente manera:

/fds_/f (t)| dt = /fgﬁ1 (), m3(t)) /2 (£)2 + 2 ()% + w4 (t)2 dt.

Si por ejemplo f representa una densidad lineal, que es la masa por unidad de longitud
de un alambre que ocupa la curva C', entonces dicha integral es la masa del alambre.

17



Cuando se pretende integrar una funcién vectorial F' sobre una curva C, en general
se entiende que se quiere integrar la componente de F' tangencial a la curva (que es una

funcion escalar), es decir
/F-dgz/ﬁ?ds,
c c

donde 7 denota un vector tangencial a la curva C' con una orientacion elegida. Queda
claro que si cambiamos la orientacién del vector T entonces cambia el signo del resultado
de la integral.

Si 7 parametriza la curva dada, entonces una eleccion obvia del vector tangente es

T = l. Por lo tanto

71
[Foas= [ (Few T8 ) ola = [ Faw)-o

7' ()]
Si F es un campo de fuerzas, entonces fcﬁ - ds es el trabajo realizado por el campo
de fuerzas F' sobre una particula que recorre la curva C' (en la direccién indicada por la

tangente elegida). Si V es un campo de velocidades y C' es una curva cerrada, entonces
fc V - ds es la circulacion del campo V' a lo largo de la curva C.

Observacién 2.1. En muchos casos no hara falta recurrir a la parametrizacién ni a es-
cribir integrales complicadas, pues todo se simplifica antes de empezar a calcular. Veamos
un par de ejemplos.

Ejemplo 2.2. Consideremos un campo de fuerzas F dado por
F(ay, @9, 13) = =90 + 117,

y calculemos el trabajo ejercido por F sobre una particula que recorre la circunferencia C'
de radio uno y centro 0 sobre el plano zy, en sentido antihorario cuando lo vemos desde
el lado en que z3 > 0. Observamos que si el punto z;i + x2j pertenece a la circunferencia
entonces el vector —x,7 + 717 es tangente a la misma (y es unitario, pues | — Toi + xlﬂ =
|z13 + 297| = 22 + 22 = 1. Por lo tanto

F(ajh T, x3) T = (—CEQZ =+ Ilj) . (—1'2; + 1'1}) = ]_

Por lo tanto, el trabajo es

/F-dEz/F-?ds:/1ds:longitud(0):27r.
c c c

2.2. Integrales de superficie

Antes de hablar de integrales de superficie conviene recordar la definicién y algunas
propiedades del producto vectorial o producto cruz de vectores. Dados dos vectores X =
11+ 29) + a3k VY = y1i+y2j + ysk del espacio tridimensional R?, se define su producto
vectorial por la férmula

. iJ ok _ _ _
XxY =det |z 22 23] = (x2y3 - $3y2)i + ($3?/1 - $1y3)j + (%92 - $2y1>k‘
Y Y2 Y3
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Este producto tiene las siguientes propiedades:
XY =-Y x X.

i X v Y son paralelos, entonces X x Y = 0.

ww><|

><|

y Y no son paralelos, entonces

e X xY esun vector perpendiculara X ya Y, ie, X xY - X =X xY Y =0.

e | X x Y] es el drea del paralelogramo que tiene a X y a Y como lados.
Consideremos ahora una superficie S parametrizada por la funcién vectorial

X(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, a<u<b c<wv<d.

d

a b u

Si X, =2yl + vy + 2uk v Xy = Toi + Yoj + 20k (donde los subindices u y v denotan
derivadas con respecto a u y a v respectivamente), la férmula para calcular el drea de

esta superficie es
b pd
area(S) = // do :/ / 1 X, x X,|dvdu
S a Je

La integral de una funcién escalar f definida sobre S se calcula de la siguiente manera:

//fda_// )Xo x X do du

:/a / £, 0), y(u, v), 2(u, ) [K x Xo| dvdu

Observacién 2.3. Si la superficie es un rectdangulo en un plano paralelo a uno de los
planos coordenados, entonces las férmulas se simplifican significativamente. Por ejemplo,
si la superficie es el rectangulo

S: a<z<b c<y<d, z=z,

entonces, utilizamos directamente x e y como variables en lugar de v y v, y la parame-
trizacion es:

X(z,y) = 21 +yj + 2k
De manera que X, =14, X, =]y X, x X, =k y|X, x X,| =1, por lo que

J[Lrae= / / F .y, ) dy de.
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Cuando se pretende integrar una funcién vectorial F' sobre una superficie S, en general
se entiende que se quiere integrar la componente de F' perpendicular a la superficie, es

decir, se quiere calcular
/ / F -7fdo,
s

donde 7 denota el vector normal a la superficie S: perpendicular y de magnitud uno.
En cada punto de la superficie hay dos vectores normales, que apuntan en direcciones
opuestas. El signo de esta integral depende de qué vector normal se elige. La eleccion
del vector normal depende de lo que se quiera calcular. Por ejemplo, dado un campo de
velocidades V, si se quiere calcular el flujo de V hacia afuera de la superficie esférica S
de centro 0 y radio 1, deberd calcularse [[,V - 7do cligiendo 7 de manera que apunte
hacia afuera.

Observacién 2.4. Al igual que para curvas, también suele ocurrir que no haga falta
recurrir a la parametrizacién, pues todo se simplifica antes de comenzar el cadlculo. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 2.5. Calcular el flujo del campo vectorial F' = x1291 + 235 + (22 + 22 + 22)k a
través de la superficie

St 1 =3, 2<x3<4, 1<ua3<6,

en la direccién en que x; crece.
Observamos primero que m =1 y que

4 r6
//Fﬁda :/ / F(?),l’g,l’g) Edl’g dIQ,
S 2 1

Luego, como F' -1 = x1x, tenemos que

4 6 4
//F-ﬁda:/ / 3932d353da:2:15/ Todry = 15 x 6 = 90.
S 2 1 2

Ejemplo 2.6. Flujo del campo de Newton. El campo de Newton estd dado por la férmula

7
V = ——, donde 7 denota el vector posicién 7 = xi + yj + zk y r = |[F| es la magnitud

de T, es dec1r r = +/x? 4+ y? + z2. Calculemos el flujo del campo de Newton hacia afuera
de la superficie esférica S de centro 0 y radio 1. Si 7 estd sobre esta superficie, entonces
r = 1 y ademas, el vector normal exterior es exactamente el radio 7. Luego

[[Vmto= [ rto= [[ -t~ [ 10 = —inats) = .

En el caso en que se requiera calcular la integral de F' - 7n sobre una superficie S
utilizando una parametrizacion, conviene observar lo siguiente: en los puntos donde X, x
X, #0,

_ u X
n==+

<
eIl

u X

20



donde la eleccion del signo depende de la direccién del flujo que se quiere calcular. Por
lo tanto:

b d
//Fﬁda: /F(Y(U,m).mmxmdvdu
S a

S / PR - 5

i b/dﬁ(mu,v)) (X x X)) dvdu

2.3. Ejercicios

2.1. Calcular el trabajo ejercido por la fuerza F del Ejemplo 2.2 sobre una particula que
recorre la circunferencia de centro 0 y radio R que se encuentra sobre el plano xy, en
sentido horario cuando lo vemos desde el lado en que x3 > 0.

2.2. Sea V(z1, 29, 73) = wo(—T217 + 71 j) con wp una constante (velocidad angular). Sea
Cr = {(Rcost, Rsent,0) : t € [0,2m)}, R>0.

Calcular la circulacién de V a lo largo de Ch.

2.3. Calcular el flujo del campo de Newton hacia afuera de la superficie esférica S de
centro 0 y radio R, con R > 0 fijo, arbitrario. Recordar que 7 -7 = r? y que sobre la
superficie esférica S, se cumple que r = R.

2.4. Hallar la masa y el centro de gravedad de un alambre delgado que tiene la forma
de un cuarto de circulo 22 + x3 = r? (z; > 0, 29 > 0, 23 = 0) si la densidad en el punto
(21, 22) del mismo es p(x1,22) = 1 + x9. (Nota: La coordenada i-ésima del centro de
Jo wip(xy, x2) ds

fc p(z1,x2) ds

gravedad esta dada por . jOh casualidad! un promedio de la variable x;

ponderado por p.)

2.5. Hallar la masa y el centro de gravedad de una ctupula de densidad constante p que

ocupa la superficie z3 = 20 — 22 — 22 con 2% + 22 < 25. (Nota: La coordenada i-ésima

fsxipda

f—d) Dejar expresadas las integrales. No hace
spPao

del centro de gravedad estd dada por

falta calcularlas.

Bibliografia complementaria

[Marsden Tromba| Jerrold E. Marsden, Anthony J. Tromba, Cdlculo Vectorial, Addison-
Wesley Iberoamericana.
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Capitulo 3

Algunos resultados del Calculo
Vectorial

3.1. Definicion de operadores diferenciales

En esta seccién recordamos la definicion de los operadores diferenciales mas usuales.
Su significado fisico quedara claro en las secciones siguientes.
El operador nabla V se define por

9. 8- 0- o- 0 -

_ _ o —
= —i+—)+—k = ' k
\Y Iz—i— J+ " opor V 8x12+ ax23+ 0z,

dependiendo de si estamos llamando {z,y, z} o {z1, 22, 23} a las coordenadas cartesianas
ortogonales usuales del espacio R?, respectivamente. En esta seccién usaremos {x1, 2, z3}
a tal efecto.

Recordemos que dada una regién €2 y un nimero entero no-negativo, un campo escalar
se dice C*(Q) si todas las derivadas parciales de orden menor o igual a k existen y con
continuas en €. Diremos que un campo es C* cuando se sobreentiende la regién a la que
se hace referencia. Un campo vectorial es C* si todas sus componentes son C*.

Gradiente Dado un campo escalar f, el gradiente se define por:
_ of - O0f- Of -
k>f:8fi+ f5. 9%

x, O, O,

= - 0~ 0
d pu— = ) )
grad f = Vf <8xll * 83:2‘7 * O,

El gradiente de un campo escalar es entonces un campo vectorial.

Divergencia Dado un campo vectorial V = Vii + V] + Vik, la divergencia se define
por

0 -

. ovy oV, 0V
i+ 2
Ox,

Jr, Oxy, Oy

0 E) : <VJ+V23+V})E) —

0 sy
J Oz,

divvzvvz( -
2

La divergencia de un campo vectorial es entonces un campo escalar.
Si un campo vectorial tiene divergencia nula, se dice que es solenoidal.
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Laplaciano. Dado un campo escalar f se define el Laplaciano como la divergencia del
gradiente

P e o Of- Of= Of N O Of
Vf=diveradf =V (Vf) =V (8mlz+ 3x2j T c%gk) - oz? * 03 * oz’

Si un campo escalar tiene Laplaciano nulo, se dice que es armdnico.

Rotor. Dado un campo vectorial V = Vji + V4] + Vsk, el rotor o rotacional se define
por

7 Y k
=_ = |0 0 O | (0Vz OVo\- (OVi OVa\- (OVp OVi\+
vxV= Oxr, Oz, Oz, (8:62 8;1:3) <(‘3x3 8:61) +<8x1 8$2)k'
i Vo W

Si un campo vectorial tiene rotor nulo, entonces se dice que es irrotacional.

Observacién 3.1. Vale la pena recordar algunas identidades tiles:

= Si V es un campo vectorial C2, entonces la divergencia del rotor es cero, i.e.,
V-VxV=0.
» Si f es un campo escalar C?, entonces el rotor del gradiente es nulo, i.e.,
V xVf=0.

» Todo campo vectorial C' puede escribirse como la suma de un campo vectorial
solenoidal y uno irrotacional. Es decir, si V' es un campo vectorial, entonces existen
dos campos vectoriales ¥ y ® tales que

V=U+9, con V-¥=0y Vx&=0.

Esto se conoce como descomposicion de Helmholtz.

3.2. Divergencia y flujo

Sea V = Vii + Vo + Vask = (V1, Va, V3) un campo vectorial en el espacio, por ejemplo
el campo de velocidades de un fluido en un cierto instante de tiempo, en un sistema de
coordenadas cartesianas ortogonales {z1, z2,r3}. Tomamos un punto 7° = (29, 23, 23) en
el espacio dentro de la regién en que V estd bien definido y es C'. Sea R un paralelepipedo

con vértice en 7°, dado por

R = [29, 20 + hy] x [29, 23 + ho] x [23, 23 + hs]

= {(iﬂlal’z,xs)iw? <y <a)+ hy;al < ag <2l + gy ad < ay §x§’+h3}-

Sea S = OR la frontera de R. La superficie S se descompone en seis caras planas Cj,
i=1,2,...,6.
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Cy

(1, 23, 3) B

Como las aristas tienen area nula, tendremos que

todas las integrales son de superficie en los correspondientes dominios y 7 es la normal
exterior. Hagamos el calculo para las caras C] y Cs. Puesto que sobre C; la normal
exterior es €; = 1 y sobre (5 la normal exterior es —é; = —i, tenemos que

o _ Z‘g-‘rhz xg-l—hg
/ V-ﬁdaz// V-idaz// Vldaz/ / V(29 4 hy, 29, 23) das drs,
C1 C1 C1 :Bg 1‘(3)
. o _ ngrhz :rg+h2
// V~ﬁda:// V~(—z’)da:—/ Vlda:—/ / Vi(2Y, 29, 23) dos das.
Co Cs Co xg zg

Definamos ahora Q1 = [29, 29 + ho] X [29, 23 + hs] C R? (la proyeccién de R sobre el
plano zyx3). Dividiendo por vol(R) = hy hg hg, tenemos que

1 // Vﬁdaz 1 // ‘/i($?+hl7x27x3)_‘/i(x(l)7$27'r3) dl'gdx:}-
vol(R) JJeroe, hahs J Jo, hl
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Si definimos Q2 = [29, 29+ hy] x

(23, 23+ D3] CR*y Q3 =
R2, haciendo cuentas andlogas obtenemos

(29, 29+ hy] x [29, 25+ hs] C

%(x?7 T2, $3>

1R) //SV-ﬁd =

vol(

// Vi( 2171 + hy, 9, %3) —
ho h3 ) hy

dl’g dﬂfg

‘/2(‘7"17 xga I’g)

n // Va(z1,29 + ho, x3) —
hy I ) o

dl’l dl’g

‘/3(901, T2, x%)

. 1 // Vi(21, 29, 25 + h3) —
hy o 5 hs

Tomando ahora limite cuando (hy, ha, h3)

K
o vol(R

En palabras, podemos decir que

- oV, oVa
/ V-ndo = — (29,29, 29) + — 5 (2, 29, 28) + = (a7, 29, 25)
) JJor Ty L2

= divergencia de Ven ".

dIl dIg.

— (0,0,0) obtenemos que

oVs B

0z,

0

SiV esel campo de velocidades de un fluido, la divergencia de V en @° es el flujo
saliente de V' por unidad de volumen.

De un modo similar se obtiene que si ¢ es un campo escalar, entonces

— 1
| St I / / _
gradiente de ¢ = Vp(7°) = lim wol(7) /o pndo,
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donde estamos integrando un campo vectorial ¢n, y entendemos que

/LRwﬁda://6R¢(n1€+n23+ngg)da
- (/Lanlda)E+ (//aRsongda)EJr (//aRgong,dU) k.

También se puede demostrar que
— = =0 1 -
rotorde V =V x V(Z°) = lim —— n x Vdo.
vol(R OR

En todos los casos mencionados, el limite se toma cuando (hq, ha, hg) — (0,0,0).
Notemos que entonces valen las siguientes relaciones:

— 1 —
V(@ =1 _// n-Vd
V-V(z") 1mVOl(R) 8Rn V do,
— 1
70 =1 // nod
V(z") = lim Vol R) 8Rn90 o,

d
vol(R //BR”XV o

VxV(z°) = lim

3.3. Teorema de Gauss

Hemos probado que

V01 /aR_ﬁ L Y-T(P),

si R es un paralelepipedo rectangular que converge a P (o se encoge a P). La forma
explicita de R para la validez de este resultado es irrelevante. Una demostracion del
teorema de la divergencia de Gauss puede hallarse en muchos libros (por ejemplo en el
Vol. II del Calculus de Apostol [Apostol] o en [Marsden-Tromba]), pero una heuristica

razonable puede obtenerse a partir de esta identidad.

Sea  un dominio de R?® con frontera 9§ suave. Sea V un campo vectorial suave en
todo un entorno de €2 = QUIN. Partimos el dominio €2 en subdominios 2; muy pequenos

de modo que la aproximacion

1 — -
. 1
vol(y) //miv ~V- V(P Vol // V-V dvo

sea buena (el punto P; esta en (2;), digamos con un error menor a €.
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A

/T TN

P
Multiplicando por vol(£2;) y sumando para todos los indices i = 1,2..., [ tendremos

T I
Z// V-ﬁdazzv-V(Pi) vol(Qi)%// V-V dvol,
— J oo, Q

=1

(siguiendo ahora con un error menor a £vol(2)). En el miembro izquierdo, todos los
trozos de 0€); que son interiores a () aparecen dos veces y con normales opuestas. No
ocurre lo mismo con las caras de 0€2; que no son interiores a ) sino que son parte de
la frontera de €. Por consiguiente, en la suma de la izquierda, todas las integrales de
superficie calculadas sobre superficies interiores a {2 se cancelan mutuamente y entonces
esa suma es [/, 56 V -7ido. En el limite tenemos

/ V-ﬁdaz// V -V dvol.
a0 Q

Observacion 3.2. La igualdad

/Lﬂv-ﬁda://97~7dvol. (3.1)

se cumple siempre que V sea diferenciable y sus derivadas sean continuas en Q = QU Q.
Por ejemplo, si V' es el campo de Newton

con 7 = (z1,T2,73) y r = /2% + 22 + 13, que es diferenciable en R? — {0} (tiene una
singularidad en el origen), la igualdad (3.1) vale siempre que ) sea una regién tal que
no toca al origen. Por ejemplo, la igualdad (3.1) vale en la esfera con centro en (1,1,1) y
radio 1, pero no vale en la esfera centrada en el origen con radio 1. Tampoco vale en la
esfera centrada en el (1,0,0) y radio 1, aunque si vale en la esfera ahuecada {(x1, x9, z3) €
R3:1 < a?+ 23+ 23 <4} = B((0,0,0),2) — B((0,0,0),1).

Observacién 3.3. Si V es un campo vectorial C'(R?) y V-V = 0 en R3, entonces

// V-ﬁdaz// V -V dvol = 0.
a0 Q
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Es decir, para toda superficie cerrada 02 que encierre una regiéon de R? donde V tiene
divergencia nula, se cumple que el flujo de V total saliente/entrante a través de 92 es nulo.
Esto no nos dice que la velocidad V sea nula, sino que el balance es nulo. Si V representa
la velocidad de un fluido, entonces V - V' = 0 indica que el flujo es incompresible.

3.4. Teorema de Stokes

Sea V' un campo vectorial suave en el espacio R?. Sea C' una curva cerrada simple en
el espacio R3. La circulacién de V a lo largo de C' esté dada por la integral

/V-dgz/V-?ds,
C C

que es la integral de la componente de V tangencial a la curva C' (7 denota el vector
tangencial a C' orientado en la direccién en que se recorre la curva C).

El Teorema de Stokes afirma que el rotor de V también mide la circulacién del
fluido con velocidad V. Precisamente, si C' es una curva suave en el espacio y S es una
superficie (cualquiera) suave cuyo contorno es C, ambas dentro de la regiéon donde V es
C', entonces

//S(Vxﬁ-ﬁda:/CV-dg,

donde la normal n a S y la direccién de recorrido de C' indicada por la eleccién de T se
toman de modo que se satisfaga la regla de la mano derecha.

Observacién 3.4. La primera observacion que se puede hacer de la formula de Stokes,
justifica el nombre de rotor o rotacional para el vector V x V', puesto que la anulacion
del rotor implica la anulacién de la circulacién sobre cualquier curva cerrada.

Las consecuencias més profundas del teorema de Stokes se dan en la Teoria de Poten-
cial.
Dado un campo vectorial V, se dice que el campo escalar ¢ es un potencial para V si
satisface
Veo=V.
No es cierto que todo campo vectorial admita un potencial, por ejemplo, es facil ver
que el gradiente de cualquier potencial suficientemente suave ¢ es irrotacional. Es decir

V x Vo = 0.

Esto nos dice que para que un campo vectorial admita un potencial, es necesario que
dicho campo vectorial sea irrotacional:

Si V admite un potencial (V = V) entonces V x V = 0.
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Trabajo. Dado un campo vectorial F (pensamos ahora en un campo de fuerzas), se
define el trabajo realizado por F sobre una particula que se desplaza por una curva C

como la integral
/ F.ds= / F.7ds
c c

donde 7 denota (como antes) el vector tangencial a la curva C' y apunta en la direccién
que se recorre. Es decir, el trabajo de F' sobre C' es la integral a lo largo de C de la
componente tangencial a C' de F'. El signo dependeré de la orientacién de la curva.

Campos Conservativos. Se dice que un campo vectorial F' (pensamos en fuerzas) es
conservativo si el trabajo realizado por F al desplazar una particula entre los puntos P
y () s6lo depende de los puntos P y ) pero no de la particular trayectoria que los una,
mientras la misma no salga del dominio de suavidad' de F. Equivalentemente un campo
es conservativo si el trabajo realizado por el mismo en cualquier circuito cerrado es nulo.

Observemos ahora que si ' admite un potencial o, y C' es una curva, parametrizada
por 7 : [0,1] — C que une P con @ (7(0) = P, 7(1) = @), entonces

/F d§—/ or

- / V(1) - 7 (1) dt
L d

= /0 7 (p((t
o
o

N—
N—
SN—"
<%
=

Por lo tanto, si F admite un potencial, el trabajo depende solamente de los puntos inicial
y final, y por lo tanto es conservativo.

Si F admite un potencial (F = V) entonces F es conservativo

Por otro lado, si F = Fyi + Fyj + F3k es un campo vectorial conservativo, entonces
las integrales de linea nos permiten construir un potencial para F. Es decir, nos permiten
construir (al menos) una funcién escalar ¢ tal que F' = V. Basta fijar un punto O en el
dominio de F y definir ¢(O) = 0. Luego, para cada P en el dominio de F' (que estamos
suponiendo simplemente conexo) definir

=
&

p(P) = p(P) —¢(0) = /C

Donde Cpp es una curva suave (a trozos) que une O con P. Como F' es conservativo,
el resultado da lo mismo a través de cualquier curva Cop que se elija. De esta manera

'El dominio de suavidad de una funcién es el dominio donde la funcién estd definida y es C'. Por
ejemplo, el dominio de suavidad del campo de Newton es R? — {0}.
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_ _ 0
resulta Vo = F. Veamos como ejemplo que a—w(x,y,z) = F3(x,y,2), el resto de las
2

igualdades se obtiene de manera anéloga (utilizando otra curva C).
A

o P¥?)

Cs

® (2,9,0)

Utilicemos como curva C' la de la figura, entonces

gO(.’L‘,y,Z)—/F Tds

/ /F-}ds—i—/ F - kds
C1 Co Cs

/ Fld / FQdS"—/ ngS

Ch Cs

y z
/ Fi(s,0,0) ds+/ FQ(x,s,O)ds+/ Fs(x,y,s)ds.
0 0 0

Luego,
0
8_;0(%?% Z) = FS(l'ay7Z)'

En conclusién:

Todo campo conservativo es el gradiente de algin campo escalar.

Recordando ahora que el rotacional de un gradiente es siempre el vector nulo:

Todo campo conservativo es irrotacional.

El teorema de Stokes nos permite afirmar la reciproca, siempre que estemos en un
dominio simplemente conezo:

Todo campo irrotacional es conservativo, y por consiguiente tiene un potencial .

En efecto, si F es irrotacional, entonces V x F = 0 y de aqui que

/F-d§:/ (V x F) - Tido =0,
C S



para toda curva cerrada simple en el dominio. Entonces F es conservativo y por consi-
guiente existe ¢ tal que F' = V. El campo escalar ¢ es un potencial para F.

3.5. Ejercicios

3.1. Sea f(T) = 1 el potencial Newtoniano cuyo dominio es R*\ {0}.

(Notacién: 7 = z17 + o] + x3k y r = /22 + 23 + 22)

(a) Calcular el gradiente de f.
(b) Calcular el Laplaciano de f.

3.2. Demostrar que el gradiente de cualquier funcién escalar ¢ que tiene derivadas de
segundo orden continuas, es un campo vectorial irrotacional. Mas precisamente, demostrar
que

V x Ve =0,

para cualquier funcién escalar ¢ con derivadas de segundo orden continuas.

* 3.3. Sea f una funcién de clase C! en R3. Demostrar que

lim

T, Lo, T
hl 8x1 T

29 x9
1 / 3+h3/ 2th2 f(ZE(l) + hl,IQ,JJg) - f($?7x2ax3) dl’g dl’g — a_f( 0 .0 0)7
hQ h3 z) x§

donde el limite se toma cuando (hy, ha, hg) — (0,0,0).

3.4. Calcular el flujo del campo de Newton

a través de una superficie esférica centrada en (1,1,1) y de radio uno. (Usar Teorema de
Gauss).

. Cual es el flujo a través de cualquier superficie cerrada suave que no deje el origen
en el interior?

— T —
3.5. Sea V(F) = ——. Recuerde que segin se resolvié en el ejercicio 2.3, el flujo de V'
r —
a través de la superficie esférica centrada en 0 = (0,0,0) y radio R, hacia el infinito es
—4r.
Calcular el flujo de V a través de cualquier superficie cerrada suave que contenga a 0

en su interior.

3.6. Sea S una superficie cerrada y suave en el espacio, y sea n; la i-ésima componente
del vector normal exterior a S. Demostrar que entonces

//nidU:O.
S
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3.7. Sea S una superficie cerrada y suave en el espacio, sea 1 el vector normal exterior a
S, y T el vector posicién (o funcién identidad de R?). Demostrar que entonces

1

donde V' es el volumen de la regién rodeada por S.

3.8. Sea ¢(x1, 79, x3) = In(2? +22). Determinar su dominio y el de su gradiente V = V.
.Es V' conservativo? ;Es incompresible? jEs ¢ armdnico?
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Capitulo 4

Coordenadas Generalizadas en el
Espacio

Las coordenadas cartesianas usuales en R3 pueden verse también como un sistema
de tres familias de superficies en el espacio, de modo que cada punto (fisico) P pueda
describirse como la interseccién de tres superficies: una de cada familia.

F1 = {x; = constante} = {planos frontales (paralelos al plano zox3)}

4

Fy = {x9 = constante} = {planos verticales (paralelos al plano zyz3)}

F3 = {x3 = constante} = {planos horizontales (paralelos al plano zixs)} g

Tomando este punto de vista, dados tres campos escalares ()1, ()2, ()3 en el espacio
introducimos tres familias de superficies: las superficies de nivel de cada @;, + = 1,2,3.

Ahora,

F1 = {Q1(x1, x2, v3) = constante},
Fo = {Qa(x1, x2, x3) = constante},

F3 = {Q3(I1, xz,l‘g) = Constante}.

Ver por ejemplo la Fig. 4.1.
Si el punto fisico P se representa por (1, s, z3) en coordenadas cartesianas, entonces
P se representa por (qi, ¢2, q3) en coordenadas generalizadas, con

q1 =Q1($17$2,373)7 T1 :Xl(Q17QZ7Q3)7
¢ = Qa(x1, 22, 23), 0 inversamente zo = Xo(q1, 92, q3), (4.1)
Q3:Q3(I1,$27$3)7 xs3 =X3(CI17Q2;Q3)-
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Figura 4.1: Ejemplo de familias Fi, Fa, F3

Fi F

Geométricamente, esto significa que el punto P, ademads de ser la interseccién de tres
planos (el frontal por x4, el vertical por 3 y el horizontal por x3) también es la interseccién
de las superficies de nivel Q1 (21, 2, 73) = q1, Qa2(21, T2, ¥3) = qa, Q3(71, T2, 73) = g3:

Q2 = q2

P I7Q3 =q3
yd

/7_\ Ql=ql

Ejemplo 4.1. Sigy =7, ¢ =0, qg3 =@, con 0 <r, 0 <0 <27y 0 < ¢ <, dados por
las relaciones
1 = X1(r,0,p) = rsengcosf

x9 = Xo(r,0, ) = rsenpsend (4.2)
x3 = X3(r,0,) =rcosyp

tenemos el sistema de coordenadas esféricas.

Ejemplo 4.2. Siqu =p, ¢ =0,q3=2,con 0 <r, 0<6 < 2ry 2z e R, dados por las

relaciones
1 = X1(p,0,2) = pcosd

xe = Xo(p,0,2) = psent (4.3)
x3 = X3(p,0,2) =z

tenemos el sistema de coordenadas cilindricas.

4.1. Superficies coordenadas

Son superficies coordenadas las que se obtienen manteniendo una coordenada fija
y permitiendo variar a las otras dos. Es decir, superficies contenidas en alguna de las
superficies de las familias F7, F», F3 mencionadas antes.
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En el caso de las coordenadas cartesianas usuales, las superficies coordenadas son
superficies contenidas en un plano paralelo a alguno de los planos coordenados.
Por ejemplo, la superficie

r1=-3, 0<z9<2, 1<23<5H

es un rectangulo de 2 x 4 contenido en el plano x; = —3, paralelo al plano zsx3.
Si consideramos las coordenadas esféricas, la superficie

r=3, 0<60<2m, 0<p<m,
es la esfera de centro en el origen y radio 3. La superficie

0<r<oo, 0<6<2r gpz%,

es el cono circular con orientacién vertical (eje contenido en eje x3) que abre hacia arriba
con un angulo de apertura de 7/2 radianes (o 90 grados). El angulo con respecto al eje
x3 es de m/4 radiantes o 45 grados.

Si consideramos las coordenadas cilindricas, la superficie

p=05 0<6<2mr, 0<z<l,

es la cara lateral de un cilindro vertical de base circular de radio 5 y altura 1.

4.2. Curvas coordenadas

Son curvas coordenadas las que se obtienen dejando fijas dos coordenadas y permitien-
do variar a la tercera. Por lo tanto estan contenidas en la interseccion de dos superficies
coordenadas.

Consideremos por ejemplo las coordenadas esféricas. La curva

7
r=2, 925, 0<p<m

es la media circunferencia centrada en el origen, de radio 2, que se encuentra en el semi-

plano del plano xsx3 donde zo > 0. Si reemplazamos los valores de las coordenadas fijas

en las férmulas (4.2), obtenemos una parametrizacién de la curva:

z1(p) = ZSengocosg =0,

xg(cp):2sen<pseng = 2sen o, O0<ep<m
z3(p) = 2cos = 2cos ,
Esta curva resulta un meridiano de la esfera de radio 2.
La curva 5
r=1 0<60<2m, gpzzw,
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3

es una circunferencia ubicada en el cono ¢ = 4w, paralela al plano z;x,. Veamos su

parametrizacion
( 3 2
71(p) = sen chos@ = gcose,
3 2
x2(90):SGHZ7TSen9 zgsene7 0<6 < 2m.

—_— 3 —_—

\ x3(p) = cos 17 =

Se ve aqui que la curva en cuestién es el paralelo de la esfera de radio unitario que

esta contenido en el plano x3 = —*/75.

Es interesante observar que por cada punto de coordenadas generalizadas (q1, g2, ¢3)

pasan tres curvas coordenadas. Que son las que se obtienen de dejar dos coordenadas

fijas, vy la restante variable. Por ejemplo, la parametrizacién de la curva coordenada que
resulta de variar ¢; y dejar fijos ¢2 v g3 es

X(t, g2, 43) = X1(t, g2, q3)i + Xo(t, g2, 43)] + X5(t, q2, g3) k.
Un vector tangente a esta curva en el punto (q1,qs,q3) (t = ¢1) estd dado por

d — 0X 00X, 00X, - 0X5 -

—X(t,q2,8)jt=gs = = (01,92, 33) = —(q1, G2, @3)i+—=—(q1, @2, @3) 7 + q1, G2, q3)k.
X = G (00209) = 0 ) G 00T+ 5 )

Asi, los vectores tangentes a las curvas coordenadas que pasan por el punto que tiene

coordenadas (q1, g2, q3) son tres, a saber: a—(ql, q02,q3), 1 =1,2,3.
4q;

Cada par de estos vectores (se pueden armar tres pares diferentes) determina el plano
tangente a una de las tres superficies coordenadas que pasan por dicho punto. Méas pre-

cisamente:

0X 0X

= El plano paralelo a e y a 0. que pasa por (qi,q2,q3) es el plano tangente a la
42 43
superficie coordenada {¢; = constante} que pasa por dicho punto.
0X 0X
» El plano paralelo a 50 7 @ 3, due pasa por (q1, 2, q3) es el plano tangente a la
4 ds
superficie coordenada {go = constante} que pasa por dicho punto.
0X
= El plano paralelo a Ba. y a 0. que pasa por (qi,¢2,q3) es el plano tangente a la
a, 5

superficie coordenada {g; = constante} que pasa por dicho punto.

()3 = constante
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En los ejemplos de coordenadas esféricas y cilindricas que consideramos resulta que los

vectores —(q1,¢2,q3), @ = 1,2,3, son perpendiculares entre si (ver ejercicio 4.2), y por

aQi

0X .
lo tanto el vector D0 que no es paralelo al plano tangente de la superficie coordenada,
qA

(2
es necesariamente perpendicular. Mas precisamente

X
= En cada punto, el vector — es perpendicular al plano tangente a la superficie
4y
coordenada {q; = constante} que pasa por dicho punto.

0X . .
= En cada punto, el vector — es perpendicular al plano tangente a la superficie

a(h

coordenada {gs = constante} que pasa por dicho punto.

X
= En cada punto, el vector 0. es perpendicular al plano tangente a la superficie
VE]
coordenada {g3 = constante} que pasa por dicho punto.

En general decimos que un vector es perpendicular a una superficie en un punto si es
perpendicular al plano tangente a dicha superficie en ese punto, es por eso que las tres
afirmaciones anteriores pueden re-escribirse de la siguiente manera (resumida):

X
» El vector — es perpendicular a la superficie {¢; = constante}.

8(]1

0X
= Bl vector 0. perpendicular a la superficie {g2 = constante}.
4>

X
= Bl vector 0. perpendicular a la superficie {g3 = constante}.
43

X
Finalmente observamos que el vector B0 apunta en la direccion en que g; aumenta.
i

4.3. Vectores normales

Denotaremos con @; al vector normal a las superficies de la familia F; (perpendicular
a cada superficie y de longitud uno) de manera que su direccién es la del crecimiento de
;-
Cuando los vectores tangentes a las curvas paramétricas B son perpendiculares entre
4d;
si, que es el caso de las coordenadas rectangulares usuales, de las esféricas y también de las
cilindricas, el cédlculo puede hacerse utilizando lo visto en la seccién anterior, normalizando

los vectores —:

Jq; B
o 10X
’ X h; 0g;’

9q;




0X  0Xi- 0Xo— 0X5—
— 1, = i+ Jj+ k.

dq; 04 0 Jq 0

Ejemplo 4.3. Consideremos las coordenadas esféricas y calculemos hy y as. Para realizar
esto debemos utilizar las féormulas (4.2) y derivar con respecto a g = 6:

donde hemos definido h; = y como antes

0X4

00 _
X _ —
85;2:7*%11(,06059 — %—0:rsengp(—sen9i—|—cosej)

0y
ol

= —rsenysenf

=0

Por lo tanto hy = rseny y @y = —sen i + cos @ j.

4.4. Calculo de longitudes en coordenadas
generalizadas

Sea 7(t) una curva en el espacio que describe (por ejemplo) la trayectoria de una
particula. Si representamos la curva en coordenadas cartesianas ortogonales ¥(t) = z; (t)i+
x9(t)j + x3(t)k, para calcular la longitud de un arco cualquiera de la curva, necesitamos

d
conocer l(t) ya que la longitud del arco que une 7(a) con 7(b) esta dada por:

dt
’d —/ \/ dziy? dx?) +(%)2dt.

ds

ds-

Supongamos ahora que ¢;(t) = @Q; (7(75)) son las coordenadas generalizadas de la

e
curva, y tratemos de hallar una férmula para d—:(t) en términos de las coordenadas

¢;(t). Estamos considerando entonces que

W(t) = 7((]1 (t)7 QQ(t>7 Q3<t>)
= Xi(a1(t), g2(t), a3(1))i + Xa(ar (1), a2(t), 43(t))] + Xa(q1 (). a2(t), as(£))k;,

y por la regla de la cadena

oX ,  oX , 0%
=53¢ (t) + (9_q2q2(t) + 8_Q3(t)

= hit1qy (t) + holaqy(t) + hatizgs(t)

= h;a;,

Ademas [7/(t)| =

T ()7 (1) = hi(ay(1))* + ha(aa(1)* + hi(gs(t))?,
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porque @; - a; = 0 cuando 7 # j y a; - a; = 1. Luego

7 (1)) = B (1) + B(5(1))? + Ba(gh(1))>.

En forma sintética, la férmula obtenida para calcular longitudes de curvas en las
coordenadas generalizadas puede escribirse

(ds)? = (dx1)* + (dxo)? + (dw3)?
= (hydq1)* + (h2dg2)? + (hs dgs)?,
donde ds representa el diferencial de longitud de arco. Lo que esta féormula sintetiza
es el hecho que si pretendemos calcular la longitud de una curva C' que se describe por

(q1(t), q2(t), g3(t)) en coordenadas generalizadas, entonces la longitud del camino recorrido
entre los instantes a y b esta dado por

_ dCh dCJ2 dQ3 9

Algunas curvas son particularmente importantes en un sistema de coordenadas gene-
ralizadas. Por ejemplo, si ¢o v g3 son constantes, tenemos la curva de interseccion de dos
superficies, una de la familia F, y otra de la familia F3.

d31 = h1dQ1-

curva interseccién

()3 = constante

()2 = constante
Para una curva como C' en el dibujo, el diferencial de longitud es ds; = hidq;. Siq y
@3 son constantes tenemos dsy = hodqa, v si q1 ¥ @2 son constantes tenemos dsz = hgdgs.

La cantidad h; indica cuanto se estira o encoge la longitud de un intervalo cuando
se deforma para describir una curva coordenada.

Ejemplo 4.4. Utilizando las coordenadas esféricas calcular la longitud de un paralelo
cualquiera en la esfera de radio 4 (dado por ¢ = constante, 0 < 6 < 27, y r = 4).
Observando que 6 = ¢y, y sabiendo por el Ejemplo 4.3 que hy = rsen ¢, calculamos

2m 2w
longitud paralelo de dngulo ¢ = / hodf = / 4sen ¢ df = 8msen .
0 0
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Observacién 4.5. Notar que para obtener la longitud de cualquier paralelo, se debe
calcular una integral entre 0 y 27. Sin embargo los resultados dependen de ¢ = r y
g3 = . Aqui queda un poco mas claro lo que significa hy: mide cuanto se estira el
segmento [0, 27| cuando se deforma para describir un paralelo de la esfera.

4.5. Calculo de areas de superficies coordenadas en
coordenadas generalizadas

Si g3 es constante y queremos aproximar el area
de un rectangulo curvilineo como el del dibujo, cons-
truido con curvas coordenadas dentro de la superficie

()3 = constante, tendremos / ;
d012 == dSl dSQ = hl hg dq1 d(JQ.

()3 = constante

De un modo andlogo, si () = constante, doi3 = ds; ds3 = hy hs dqy dgs.
Y si Q1 = constante, dosz = dsy dss = hs hs dgs dgs.

La cantidad o;; indica cudnto se estira o encoge el area de un rectdngulo cuando se
deforma para describir una superficie coordenada.

4.6. Calculo de volimenes de cubos con aristas que
sean curvas coordenadas

Analogamente a lo anterior, ahora tenemos que

dvol = dSl d82 d83 = hl hg h3 dql dQQ dq;g

La cantidad hjihohs indica cudnto se estira o encoge el
volumen de un cubo cuando se deforma para describir
un cubo coordenado.

4.7. Los operadores diferenciales en coordenadas ge-
neralizadas

Gradiente. La idea es ahora escribir el gradiente de un campo escalar que viene dado
en coordenadas generalizadas, como una combinacion lineal de los vectores normales @y,
Ty, 3.
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Si ¢ es un campo escalar en el espacio, entonces

Vo (g1, g2, q3) = @ (VY (q1, @, @) - @) + @ (Vo (a1, g2, @3) - @2) + a3(Vo(q1, g2, q3) - @3)
1oy _ 10y _ 10y

- hy Oqy “ hs Oga s hs Oqs

109

h; 0q;’

puede verse a partir del siguiente razonamiento: La expresion % mide la variacién de la

cantidad v a medida que uno se mueve por la curva coordenada con velocidad h;. Por lo

tanto, la variacion de la cantidad v a medida que uno se mueve con velocidad 1 es hiig—;é.
Si no lo convence este argumento, he aqui una demostracion rigurosa: Supongamos que

(g1, q2,q3) y ¥(x1, 29, 23) denotan dos férmulas para el campo escalar ¢ que coinciden

en cada punto fisico del espacio tridimensional, es decir

En la tltima igualdad hemos usado que V(qi,qo,q3) - @; = 1 = 1,2,3, lo que

V(q1, g2, g3) = V(21 T2, 3)
siempre que (q1,42,q3) v (21,22, x3) se relacionen a través de las férmulas (4.1). Mas
precisamente
(a1, 42, 03) = V(X1 (g1, g2, 43), X1, 42, 43), X3(q1, 42, G3)) -

Luego, el gradiente del campo escalar es

= ov oA - _

VV (21,29, 23) = — (21,22, 23) 1 + — (21, T2, 23) ] + — (71, T2, x3) k.

( 1, T2 3) ('3:101( 1, T2 3) (9132( 1, T2 3)] (91‘3( 1, T2 3)

Por otro lado, por la regla de la cadena,

0 _ 0V OX, 000X, OV OXg
5%‘ B 0y 8%‘ 0z aqz‘ Oz 5%‘

— oxX —
=VV¥. = VU - (ha;),
dq; (hit)
0X  0Xi- 0Xo— 0X3— 0xX
donde hemos usado que a4, = 8qi1i + 8qi2 J+ aqjk, y hi = ‘ i (ver Secci6n 4.3).
Finalmente,
dq;
0, lo que es lo mismo
= 1 0y
V\I’ : _'i = T .
¢ h; 0

Divergencia. Si V es un campo vectorial en el espacio, expresado en términos de los
vectores normales a;,
V = Viay + Vaas + Vaas,

entonces

1 0 0 0
— (Vihohs) + =— (Vohshy) + —(V3hihs).
hi ho hs 36]1( . 3) aQQ( 2 1) 8613( s 2>

V'V(QDQ%CB) =

Esto se demuestra usando que V-V = lim 1+ [, .V - do, con R cubos coordenados
con lados coordenados tendiendo a cero.
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Laplaciano. Si ¢ es un campo escalar en el espacio, combinando las definiciones de
gradiente y divergencia, recordando que Vzw =V [vzﬂ, obtenemos

Pl = L [0 Juhad0, 0 b 0v, 0 b 00
q1,92,493) = hl h2 hg a% hl aql aq2 h2 8q2 (9(]3 h3 3(13

Rotor. Si V es un campo vectorial en el espacio

arhy axhe ashs

= = B 1 0 0 0
V xV(q1,q2,93) = Iy iy hs 8_(]1 3_612 8_(]3

Vi haVa hsVs

4.8. Ejercicios

4.1. Considerar las coordenadas esféricas y cilindricas. Para cada caso:
= Describir Fi, Fo, F3;
» Calcular hq, ho, hs;
= Describir los vectores normales @, as, as.
» Calcular doys, doys, dogz, y dvol;
4.2. Verificar que para las coordenadas cilindricas y esféricas se cumple que
%.%207 sii# j.

4.3. Describir todos los tipos de curvas coordenadas en los sistemas cartesianos, esféricos
y cilindricos.

4.4. Utilizando coordenadas cilindricas, calcular la longitud de la hélice §(t) = t, p(t) =
R, z(t) =1, 0<t <27

4.5. Utilizando coordenadas esféricas. Calcular el area del casquete esférico de apertura

p =r/4.
4.6. Utilizando coordenadas esféricas, calcular el volumen del cono esférico de apertura
w =r/4.

4.7. Sea V (1,79, 73) = wo(—227 + 1 j) con wy una constante (velocidad angular). Sea
Cr = {(Rcost, Rsent,0) : t € [0,2m)}, R>0.
(a) Calcular el rotor de V.

(b) Calcular directamente la integral de superficie [[;V x V- do sobre un hemisferio
S con ecuador en la curva C'r y I con tercera coordenada positiva.
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(c) Comparar el resultado del item anterior con el resultado del ejercicio 2.2 y explicar
la casualidad usando el teorema de Stokes.

4.8. Escribir gradiente, divergencia y Laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas.

. . =2 ,
4.9. Estudiar las soluciones de V' u = 0 que sélo dependen de una de las coordenadas
generalizadas ¢; en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

Bibliografia complementaria

[Arfken-Weber| Arfken, G.B., Weber, H.J., Mathematical Methods For Physicistsy, HARCOUT-
Academic Press, 2001.
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Capitulo 5

Leyes de conservacién. Ecuaciones
constitutivas

5.1. Leyes de conservacion. Balance

Sea ) una regién del espacio R? y sea 02 su frontera, que suponemos suave a trozos.
Estamos interesados en describir (cuantitativamente) la evolucién espacio-temporal de
una cantidad F en ). Por ejemplo, la energia térmica, la masa de un compuesto, etc. La
ley de conservacion basica establece el hecho casi obvio siguiente:

razéon de inmigracién razén de creacion
razon de cambio menos menos
= , ., + , - (5.1)
temporal de razén de emigracion razén de desaparicion
a través de 02 dentro de .

Supondremos, para fijar ideas, que F es energia térmica. Méas precisamente, supo-
nemos que si F = FE(Q;t) es la energfa térmica en la regién 2 a tiempo ¢, entonces
la densidad de energia térmica e = e(x;t) es la propiedad intensiva asociada a E y se
relacionan de la siguiente manera:

E(Qt) = ///Q e(z;t) dvol = e(x;t) = Tlir& %'

La cantidad e(z;t) también se denomina energia térmica por unidad de volumen en el
punto x de €2 en el instante t. Con esta notacién resulta

razon de cambio d d
temporal de U EE(QJ) T ///Q e(z;t) dvol

Llamemos ¢(z1, T2, x3;t) al campo vectorial de velocidades de desplazamiento de la
energia térmica, de manera que:

cantidad de energia térmica

B(a:t) - Tdo — que atraviesa la superficie S
S ’ ~ en la direccién que apunta 7

por unidad de tiempo.
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5(3:; t) se denomina flujo de energia térmica por unidad de édrea en el punto z a tiempo
t. Por lo tanto, si m es el vector normal a 92 que apunta hacia fuera de 2,

razén de inmigracién
menos — _
, ., == ¢(x;t) - ndo
razéon de emigracion
o9
a través de 02

La creacién y aniquilacién de la cantidad E en € (que en el caso de energia térmica
puede corresponder a reacciones quimicas exotérmicas o endotérmicas respectivamente,
o a la circulacién de una corriente eléctrica) estd dada por una funcién f(z;t) definida
en (). La funcién f tiene signo arbitrario. En los puntos e instantes donde sea positiva
tendremos fuentes de energia, mientras que cuando sea negativa tendremos sumideros
de energia. La funcién f es una tasa de creacién/aniquilacién de energia por unidad de
volumen por unidad de tiempo, de manera que

razoén de creacion
menos
, L, = f(z;t) dvol
razén de desaparicion Q
dentro de €2

Con estas tres magnitudes basicas, la ley de conservacion y el Teorema de Gauss,
podemos establecer una relacién cuantitativa precisa entre e, ¢ y f.
Sea 2° = (29, 29, 23) un punto fijo en Q2 y sea B = B(z°,r) una bolita chica centrada

en 2° de manera que B(z%,r) C Q. Consideremos el balance en B.

razon de cambio d d
temporal de £ en B EE(B’t) ~q ///B e(z;t) dvol

razén de inmigracién/emigracion _ Ba:t) - Tdo
a través de 0B o8
razon de creacién/desaparicion
— : 1
dentro de B // flw;t) dvo

Por el enunciado verbal del balance (5.1) tenemos que

i [ et ia=— [[ Gy mars [[[ rmoae 62

Por el Teorema de la Divergencia de Gauss, el primer término en el miembro derecho de
la ecuacién anterior es:

_/aBa(x;t)ﬂdo—:—//Bva(xst) dvol,

donde V - ¢ es, claro, la divergencia del flujo térmico. Si e es una funcién suave, como la
derivacién en el miembro izquierdo de (5.2) es con respecto a la variable tiempo, que no
es la de integraciéon, y como estamos considerando una bola B fija que no depende de la
variable temporal, tenemos también que

/// (51) dvol = // el ) dvol



Finalmente, la ecuacién (5.2) se reescribe

///B {%G(M) +V - g(a:t) — f(a;t)| dvol = 0.

Esta igualdad debe cumplirse para toda bola B tal que B C Q. Si e y ¢ son de clase C!
y si f es continua, entonces la funcion entre corchetes es continua, y por lo visto en el
Capitulo 1 se tiene que cumplir que

Spe(@it) + V- owst) — flx;t) = 0
para todo x € €2 y todo instante de tiempo t.

La ley de conservacidn (de la energia) es entonces la ecuacion diferencial en derivadas
parciales de primer orden dada por

de — —
E%—V-qb:f. (5.3)

Observacién 5.1. Una ley de conservaciéon similar se cumple si C' representa una con-
centracion, que es también una densidad de masa de una cierta sustancia, por unidad de
volumen:

oC

E+Vg‘b=f. (5.4)

En este caso ¢ es el flujo de masa por unidad de &rea, y f es un término fuente de masa
por unidad de volumen por unidad de tiempo.

5.2. Relaciones constitutivas

Supongamos ahora que denotamos con:
» u = u(z;t) ala temperatura en el punto x € ) en el instante ;
» p=p(z) ala densidad (de masa) del medio en el punto z de ;

» ¢ = ¢(x) al calor especifico del medio en el punto z de 2. Se denomina calor especifico
a la energia térmica necesaria para aumentar en un grado de temperatura un gramo
de la sustancia que constituye el medio en el punto z).

Entonces
e = cpu.

La ley de conservacion toma pues la forma

o — —
cp—+V-9o=f,
P o=
donde ¢, p y f son generalmente datos del problema, y u, ¢ son las incognitas.
Es claro que teniendo una sola ecuacion, el problema de encontrar v y ¢ no esta sufi-
cientemente determinado. Las ecuaciones de balance, o leyes de conservacion tienen que
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acoplarse con relaciones constitutivas que describen, cuantitativamente relaciones entre
¢ vy u. La relacién constitutiva para la conduccién del calor se llama Ley de Fourier y es
elemental desde el punto de vista heuristico: “La energia térmica fluye desde las regiones
mas calientes hacia las mas frias y la magnitud del flujo es proporcional a la razén de
cambio (espacial) de la temperatura”. En otros términos (més concretos),

¢ = —KVu,

donde K = K(z) se llama conductividad térmica del material y puede ser diferente en
puntos diferentes. Es claro que a mayor K, mayor flujo |q_b| Notar que el signo menos,
admitiendo que K es positiva, esta para satisfacer el requerimiento de direccion del flujo:
“de altas a bajas temperaturas” que es lo opuesto de la direccién del gradiente de wu.

El sistema

Ley de Conservacion
Relacion Constitutiva

nos da P
u —
¢ =—KVu.

Sustituyendo la segunda en la primera, obtenemos la forma general de la ecuacion de
difusién o ecuacién del calor en el espacio tridimensional:

ou = —
cpa—v-(KVu):f. (5.5)
Recordemos que ¢, p y K son funciones del punto.
Cuando la conductividad térmica K es constante, la ecuacion toma la forma
ou
C —_—
P ot
Cuando no hay fuentes (ni sumideros) y también el calor especifico y la densidad son
constantes, tenemos

— KVu = f

@:/ﬁ?u:k(

*u  O*u  O*u
ot

+ o+
dz3  0x3  0x3
K o .
con k = — la difusividad del material.
cp
Observacién 5.2. Cuando consideramos una concentracién (de masa) C' en lugar de

una temperatura, o densidad de energia térmica, la relacién constitutiva que relaciona C
con el flujo ¢ se denomina Ley de Fick:

¢ =—kVC,

que es igual a la de Fourier. Incorporando esta relacion constitutiva en la ley de conser-
vacién obtenemos: 90

— V- (kVO)=f.

ot
Obtuvimos la misma ecuacién para la incégnita C' que habiamos obtenido anteriormente
para la incognita u. Esta ecuacion se denomina ecuacion de difusion y modela tanto
difusion de calor como de masa.
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5.3. Reduccion de dimensiones

Volvamos a la ecuacién del calor. Cuando hay razones fisicas para predecir la inde-
pendencia de la temperatura de algunas de las variables x1, x5, x3 se tienen versiones
de la ecuacién del calor en dimensiones uno (varillas) y dos (placas), pero esto no im-
plica, necesariamente la unidimensionalidad, o bidimensionalidad del medio en el que
estd ocurriendo el proceso de difusion.

Ecuacién del calor unidimensional: Si consideramos una varilla de pequeno espesor,
aislada lateralmente, y alineada con el eje x1, resulta un modelo valido al suponer que
todas las cantidades son constantes sobre planos paralelos al plano x,x3. Por lo tanto
obtenemos la ecuacion:

ou 0 ou
= T (K22 =
Lot oz, ( 81:1) /
N—_—— ——

=V (KVu)
.= Ju ou -
con u = u(xy;t) y f = f(x1;t). En este caso el flujo ¢ = ( - K—,0,0) = —-K—i,

Oz, Ox,
y suele definirse directamente el flujo escalar ¢ = —K a—u, interpretando que el flujo es
Ly

hacia la derecha cuando ¢ > 0 y hacia la izquierda cuando ¢ < 0.
Llamando x a 27 (ya que es la tnica variable de interés) obtenemos

ou 0 ou
CPE—% (K6—$> =/,

cpuy — (Ku,), = f.

que también podemos escribir

En el caso en que los coeficientes ¢, p y K son constantes, y llamando f a —

cp
ou  Pu -
-k —
ot Ox? /:
o, lo que es lo mismo .
Uy ku:ca: = f

Ecuacién del calor bidimensional: Si consideramos una placa plana delgada, alinea-
da con el plano x4, aislada en su parte superior e inferior, es valido suponer que todas
las cantidades son constantes sobre rectas paralelas al eje x3 y obtenemos la ecuacién:

ou 0 ou 0 ou
“Por Oz, (Kaxl i 0x, (Kax2) =/
%K)

con u = u(xy,x9;t) y f = f(ay,z2;t). En el caso en que los coeficientes ¢, p y K son
constantes, y llamando x, y a x1, x9 respectivamente obtenemos
ou Pu  0%u .
5 Femtan) =1
ot ox oy
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0, lo que es lo mismo

U — k(Uge + uyy) = f.

5.4. Condiciones iniciales y de borde

Cuando intentemos resolver la ecuacién del calor en una region delimitada, por ejem-
plo, correspondiente a un objeto con una cierta forma y con ciertas propiedades fisicas,
necesitaremos agregar al problema ciertas condiciones iniciales (Cl) y de borde (CB).

Consideremos entonces, para fijar ideas, que tenemos un objeto conductor del calor
(por ejemplo un metal) que ocupa una regién €2 del espacio.

Quisiéramos usar la ecuacion del calor para calcular soluciones y predecir temperaturas
futuras, o calcular temperaturas en puntos del objeto donde no podemos medir.

Como la ecuacién del calor tiene una derivada con respecto al tiempo t, debemos
proveer una condicién inicial (CI), usualmente a tiempo ¢ = 0: la temperatura inicial.
Es posible que la temperatura inicial no sea constante, sino que dependa de x. Luego,
debemos proveer una distribucion inicial de temperatura

u(z;0) = f(z), x € .
Esta condiciéon suele escribirse también de la siguiente manera:
u=f, re, t=N0.

. Es esta informacion suficiente para predecir la temperatura en el futuro? La respuesta
es no. Sabemos la distribucion de temperatura inicial y sabemos que la temperatura
cambia acorde a la ecuacién diferencial parcial (5.5). Pero atin nos falta saber qué ocurre
en el borde del objeto (2. Sin esta informacién, no podemos predecir el futuro.

Los siguientes tipos de condiciones de borde son los méas usuales:

Temperatura prescripta. FEn ciertas situaciones, puede suponerse que la temperatura
en el borde del objeto (o en parte del borde) se conoce o estd predeterminada y es igual
a up(z;t) en el punto z de 02 en el instante ¢t. En este caso, la condicién de borde se
escribe

u(z;t) = ug(x;t), r e, t>0. (5.6)

Una situacion fisica que puede representarse con esta CB es el caso en que ug(t) es la
temperatura de un bano de fluido con el cual el objeto estd en contacto.

Otra situacion donde esta condicion de borde puede ser t1til es cuando se conoce la
temperatura de un objeto en todos los puntos de su borde y quiere utilizarse la ecuacion
del calor para (una vez resuelta) conocer la temperatura en todos los puntos interiores.
Por ejemplo, cuando sumergimos un noqui en agua hirviendo, todos los puntos del borde
del ioqui estaran a 100°C, podemos utilizar la ecuaciéon del calor para saber cuando las
partes del noqui més centrales llegan a 99°C. En este caso, la condicién de borde serd

u(z;t) = 100, r e i, t>0.

La condicién de borde en que se prescribe el valor de la incognita v se denomina
condicién de borde de tipo Dirichlet.
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Flujo prescripto. En otras situaciones es posible suponer que se conoce (o esta pres-
cripto) el flujo de calor en lugar de la temperatura, es decir

— K(z) Vu(z;t) -7 = p(z;t), red, t>0, (5.7)
0
u

aon

donde ¢(z;t) es una funcién conocida o dada, y 7 es el vector normal exterior a 0.

El ejemplo mas simple de flujo de calor prescripto en la frontera es cuando el borde
estd perfectamente aislado. En este caso no hay flujo en la frontera (p = 0), y la condicién
de borde se escribe

ou

a—ﬁ(m;t) =0, red, t=>0. (5.8)

La condicién de borde en que se prescribe el valor de la derivada normal de la
incognita u se denomina condicién de borde de tipo Neumann.

Ley de enfriamiento de Newton. Cuando el objeto estd en contacto con un fluido
en movimiento (aire, agua, aceite, etc.), entonces las condiciones hasta ahora vistas no
parecen del todo apropiadas. Por ejemplo, imaginemos un objeto que esta caliente, y en
contacto con aire en movimiento. El calor saldré del objeto, calentando el aire. Y el aire
se llevara el calor por el movimiento mismo. Experimentos muestran que el flujo de calor
que sale del objeto es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto (u(x;t))
y la temperatura del fluido exterior (up(z,t)). Esta condicién de frontera se llama Ley
de enfriamiento de Newton. Si la queremos escribir en términos mateméticos resulta

ou
— K (@)oo (5t) = Hlu(w;t) — up(w.t)], w€09, t20, (5.9)
n
donde la constante de proporcionalidad H se llama coeficiente de transferencia de calor
0 co%ﬁciente de conveccion. Esta condicion de borde involucra una combinacion lineal de
u
uy —-
n
El coeficiente H en la ley de enfriamiento de Newton se determina experimentalmente.
Depende de las propiedades del objeto como asi también de las del fluido (inclusive de
la velocidad con la que el fluido se mueve). Si el coeficiente es muy pequeno, muy poca
energia fluye a través del borde. En el limite H — 0, la ley de enfriamiento de Newton,
se convierte en la condicién de borde aislado. Podemos pensar que la ley de Newton con
H = 0 representa la situacion en que el borde no estd perfectamente aislado.
Cuando H es grande, mucha energia fluye a través del extremo. En el limite H — oo,
la condicién de borde se transforma la condicién de temperatura prescripta u(x,t) =
up(x,t). Esto puede verse facilmente si dividimos (5.9) por H:

K(x)ou
_Tﬁ_ﬁ(x’ t) = u(x, t) —up(x,t),

y tomamos limite cuando H — oc.
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.., . . u
La condicién de borde en que se relaciona el valor de la derivada normal — con la

n
diferencia entre u y un dato up se denomina condicién de borde de tipo Robin.

Observacién 5.3. Cuando consideramos el flujo de calor unidimensional, por ejemplo
en una barra cilindrica de longitud L, las condiciones de borde se escriben de la siguiente
manera;

T Dirichlet Neumann Robin

0 u(07 t) = UB(Oa t) KO(O)U:B(Ov t) = ¢(07 t) KO(O)UIB(Ov t) = H[U(O, t) - UB(Ov t)]

L U(Lv t) = UB(L’ t) *KO(L)UI(Lv t) = d)(L? t) *KO(L)UI(Lv t) = H[U(L7 t) - UB(L’ t)]

Es importante observar el cambio de signo: el flujo hacia afuera por unidad de area
es Ko(0)ug(0,t) en x =0y es —Ko(L)ugy(L,t) en x = L.

5.5. La ecuacién de Laplace y la ecuacién de Poisson

Cuando la conductividad térmica del material y la fuente f son independientes del
tiempo en la ecuacién general de conduccién del calor

ou

cpE:V-KVu—l—f,

y nos proponemos encontrar soluciones estacionarias (independientes del tiempo) de esa
ecuacion, al hacer u; = 0 tenemos la ecuacion de Poisson

V- -KVu=—f

Vi = —f si K es constante.

Cuando la fuente es nula tenemos la ecuacion de Laplace

V- -KVu=0

72u =0 si K es constante.

5.6. Otras relaciones constitutivas

La forma general de una ley de conservacién de una cantidad u = u(z;t) es una
relacion diferencial entre u, el flujo ¢ de la cantidad u y las fuentes f que miden la
generacion o desaparicion de la cantidad u en el dominio. Precisamente

Ut+v'5:f-

En muchos casos la fuente f es funcién del punto del espacio, del instante ¢ y también de
u misma: f = f(z,t,u).
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Las relaciones constitutivas son las relaciones entre el flujo ¢ y la cantidad w. En el
caso de la conduccién del calor, la relacién constitutiva es la Ley de Fourier ¢ = —KVu.
Otros modelos fisicos (en sentido amplio) que tienen la misma ley de conservacién estan
dados por otras relaciones constitutivas. En dimensién espacial igual a uno, la ley de
conservacion toma la forma

ou 85_

at+%_f

El cardcter vectorial de ¢ queda determinado por su signo, entendiendo que cuando
¢ es positivo el flujo es en el sentido creciente de la variable = (hacia la derecha) y
cuando es negativo, el flujo ocurre en el sentido opuesto. Asi, la ecuacion que da la ley
de conservacion tiene la forma sencilla

ut+§bm :f7
U:U(.T,t); o= ¢(Z’,t); [ = f(a:,t,u).

Transporte, adveccion: Relacion constitutiva “el flujo es proporcional a la cantidad
que fluye”
@ = cu.

El flujo ¢ no depende explicitamente de ¢ ni de z, sélo a través de u. La incégnita u
satisface la ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden
Uy + cu, = f.
Cuando f = 0 se tiene la ecuacién de adveccion:
U + cuy = 0; u=u(z,t).

Esta ecuacion es sencilla porque es esencialmente una ecuacion ordinaria elemental. En
efecto, pensemos el lado izquierdo como el producto escalar del vector (¢, 1) con el gra-
diente espacio-temporal (u,,u;) de u. La ecuacién de adveccién dice entonces que la
derivada direccional de w en la direccién (¢, 1) es nula. Esto significa que u es constante
en la direccién del vector (c,1).

t A

<l
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En otras palabras, la ecuacién de adveccion dice que u es constante en lineas paralelas
a V= (¢, 1). Notar que un vector perpendicular a (¢, 1) es (1, —c), y por consiguiente u
solo puede depender de la variable perpendicular a cx + t, es decir

u(z,t) = F(x — ct)

para alguna funcién F' de una variable, de clase C* (derivable con derivada continua). En
efecto, por la regla de la cadena

u = F'(x — ct)(—c), u, = F'(x — ct)1,

y por lo tanto

Uy + cuy, = 0.

Notemos de paso que si u(x,0) = F(z) es la condicién inicial, entonces necesariamente
tendremos que la tnica solucién del problema

g + cuy =0, (z,t) € R?,
u(z,0) = F(z), z€eR,

estéd dada por u(x,t) = F(x — ct). Por ejemplo, is F(z) = e, la solucién es una
Gaussiana que se traslada a velocidad c:

u(z,t) = e~ @=?,

Se tiene adveccion con decaimiento cuando el término fuente f = —Au con A > 0.

Adveccién no lineal: Cuando la relacién constitutiva ¢ = ¢(u) estd dada por una
funciéon no lineal ¢ de la variable u. La ecuacion diferencial de primer orden toma ahora
la forma

ur + ¢ (u)ug = f.

5.7. La ecuacion de ondas

Mas adelante haremos una deducciéon de la ecuacion de ondas desde el punto de vista
de vibraciones de una cuerda. Elegimos ahora el punto de vista de las ondas electro-
magnéticas porque esto nos lleva a introducir el sistema de las Ecuaciones de Maxwell.

La profunda relacién entre campos eléctricos y magnéticos, cuya investigaciéon se inicia
con los experimentos de Faraday, “moviendo imanes” y “haciendo girar corrientes eléctri-
cas” estd expresada en el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
primer orden llamado Las Ecuaciones de Mazwell. Denotemos por B = B(z;t) el campo
magnético en el punto z y en el instante ¢. Denotemos con E = E(xz;t) el campo eléctrico.
Ambos campos son solenoidales (V- B = V- E = 0) y las variaciones temporales de cada
uno de ellos se traducen en variaciones espaciales del otro. Muchisimo mas precisamente,
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el sistema de Ecuaciones de Maxwell se escribe:

(

V-B=0 (M.1) Ley de Gauss para el campo magnético
V-E=0 (M.2) Ley de Gauss
M:<¢_ oF
V x B= Solio 5, (M.3) Ley de Ampere
— — 0B
VxE= 5 (M.4) Ley de Faraday

donde ¢ es la permisividad del espacio (constante eléctrica) y po es la permeabilidad del
espacio (constante magnética). A partir de este sistema obtendremos la ecuacién de ondas
electromagnéticas. Para ello necesitaremos una formula que es muy 1til y relaciona tres
operadores de segundo orden obtenidos por iteracién del operador nabla: V.

Si V es un campo vectorial de clase C? en el espacio, el Laplaciano vectorial de V es el
campo vectorial cuyas componentes son los Laplacianos de cada una de las componentes

de V:

Si V=WVi+Vej+Vsk, entonces VQV:vQVJ—i—vQszjLVQVgE.
Por otra parte, puesto que_la_di\frgencia de V es un campo escalar, podemos calculir
su gradiente para obtener V(V - V). También estd bien definido el rotor del rotor de V:

V x (V x V). La férmula que nos interesa es una relacién entre estos tres operadores
vectoriales, que resumimos en el siguiente lema

Lema 5.4. Si V es un campo vectorial C? en el espacio, entonces
VV=V(V V)-Vx([¥xV).
O sea, el Laplaciano vectorial es el gradiente de la divergencia menos el rotor del rotor.

Demostracidn. Supongamos primero que V = Vj 7, entonces V'V = 621/1 i, y por otro
lado

i J 2
v\ — o a8 8
V) — V) = 27
VIV-V) =V x (VxV) v<8x1> v X Or, O0zr, Oz,
Vi 0 0
i j k
0 0 0
— 0V}
:v<8_x1> — |0z, Oz, Oxyg
1 Vi v
Ory Oz,
PVi- Vi - 0PV -
_ : - .
8xf v 5’x28x1‘7 + 8x38x1
Vi 0*ViN-  OPVi - 0PV —
( 3 2)@— J— k
3x2 8133 3x2(9x1 8x33x1
= VVi=VV.
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De la misma manera se prueba la tesis en el caso V = V5] y en el caso V = Vi k. Como
todos los operadores son lineales, se pueden sumar todos los casos y obtener la tesis
deseada. M4s precisamente, si V = Vi 4+ V4 J+Vs k

VV-V)=Vx(VxV)= V(V:- (Vi) -V x(Vx (Vi)
+V(V- (12])) = V x (V x (V2.))
+V(V - (BR) ~V x (Vx (13F))
=VWi+V1j+VVk=VV. 0
Volvamos ahora al sistema de Maxwell con la férmula del lema. Calculamos el rotor
en ambos miembros de (M.4):

OB T (D) L

Derivamos con respecto a t ambos miembros de (M.3)

- — ?FE
(V B):go,uoW,

Q)lQ_)

y obtenemos, usando (M.2) que

0°FE . _ o
eoMoW:—Vx(VxE):—VX(VXE)+V(V-

=

Luego, por el Lema 5.4
~-Vx(VxE)+V(V-E)=V E,
y por lo tanto el campo eléctrico satisface

—2— O*FE
V' E = —_—
Eolo 12

De manera andloga, el campo magnético B satisface

92— 0’B
V'B = —_—
€olo o1
Maés precisamente,
_ 82
V'E: = copto s
ot? i=1,2,3
82 T D
=2
V' B; = ,
EoMo—F,5 8752

son las ecuaciones de ondas que deben satisfacer las componentes de los campos eléctrico
y magnético.
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5.8. La ecuacién de Schrodinger

La funcién de onda de una particula es un campo escalar (complejo) (P, t) cuyo
modulo mide la probabilidad de que la particula, en el instante ¢, esté en una regién dada

del espacio. Asi:
Prob(Q, £) — / / / (s )2 dvol
Q

es la probabilidad de que la particula esté en €0 en el instante . Necesariamente

// [ ot dvol =1,

La funcién de onda 1) de una particula bajo la acciéon de un potencial V' tiene que satisfacer
la Ecuacion de Schrodinger que, en forma simplificada luce de la siguiente manera

O

=2

Esta ecuacion se parece sélo en su aspecto exterior a una ecuacion de difusion, porque el
factor complejo ¢ cambia completamente el comportamiento de las soluciones.

5.9. Ejercicios

* 5.1. Sea 2 un abierto de R?, y sea B una bola tal que su clausura estd contenida en
Q. Demostrar que si u : Q x (0,7) — R es C! (todas las derivadas parciales de primer
orden son continuas) entonces

i/u(:zc,t)d:zc:/ut(x,t)dac, vVt e (0,7).
dt Jp B

5.2. Considerar una barra cilindrica de longitud L alineada con el eje x, ocupando el
intervalo [0, L], suponer que su conductividad térmica y temperatura son constantes en
los planos paralelos al plano yz. Llamemos K (x) a la conductividad térmica a distancia
x del extremo izquierdo y u(z;t) a la temperatura a distancia z del extremo izquierdo.
Supongamos que el drea de la seccion transversal de la barra cilindrica es A.

(a) Escribir sendas férmulas para el flujo total de calor hacia fuera de la barra en x =0
yenx = L.

(b) Escribir sendas férmulas para la cantidad total de calor que fluy6 hacia fuera de la
barra en x =0 y en x = L por el periodo de tiempo desde t =0 hasta t =T.

5.3. Supongamos que se unen dos barras cilindricas de la misma forma, pero diferente
material en el plano x = xy. Supongamos que la que ocupa el intervalo [0, x,] tiene
conductividad térmica K y la que ocupa el intervalo [z, L] tiene conductividad térmica
K,. Se dice que estas dos barras estan en contacto térmico perfecto si la temperatura es
continua en x = xg:

u(zg,t) = u(xgd,t)
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y no se pierde nada de energia caldrica en = = xq (es decir, la energia calérica que fluye
hacia fuera de una barra fluye hacia adentro de la otra). ;Qué ecuacién matematica
representa la condicion

la energia calorica que fluye hacia fuera de una barra fluye hacia adentro de la otra
en r = xg?!

5.4. Considerar un bamno conteniendo un volumen V' de aceite, con calor especifico ¢s y
densidad de masa py, en el que se sumerge un cuerpo de metal con calor especifico ¢,
densidad p,, y conductividad térmica K,,. Suponer que el bano se agita rapidamente de
modo que la temperatura del bano es aproximadamente uniforme en todo el recipiente
que lo contiene, y ésta es igual a la temperatura del cuerpo de metal en todo su contorno.
Supongamos que el bano esta térmicamente aislado excepto donde estd en perfecto con-
tacto térmico con el cuerpo de metal, donde puede enfriarse o calentarse dependiendo de
la temperatura del mismo. El objetivo de este problema es determinar una ecuacion para
la temperatura del bano, que resultard a su vez una condicién de borde para el cuerpo
de metal. Para hacerlo seguiremos los siguientes pasos.

(a) Llamemos T'(t) a la temperatura del aceite. Escribir una férmula que represente la
energia térmica total del banio de aceite.

(b) Escribir una férmula que represente la razén de cambio de la energia térmica total
del aceite.

(c) Sea Q la regién que ocupa el cuerpo de metal, y sea u(x;t) la temperatura en el
punto x del metal a tiempo t. Escribir una féormula que represente el flujo de calor
hacia fuera del cuerpo de metal.

(d) Como la cantidad de calor que fluye hacia fuera del cuerpo de metal es la cantidad de
calor que ingresa al fluido, igualando las férmulas de los items (b) y (c) obtenemos
una ecuacién diferencial (ordinaria) para T'(t) que esté acoplada con la ecuacién del
calor en el metal. Escribirla.

(e) Escribir un sistema de ecuaciones diferenciales para T'(t) (la temperatura del aceite)
y u(z;t) (la temperatura del metal).

Bibliografia complementaria

[Haberman 1998] Haberman, R., Elementary Applied Partial Differential Equations, Pren-
tice Hall, Upper Saddle River, NJ, 1998.
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Capitulo 6

Ecuaciones Diferenciales. Una breve
introduccion

Una ecuacién diferencial es una ecuacion que involucra una funcién incognita y al-
gunas de sus derivadas. Si la incégnita es una funciéon de mas de una variable, entonces
la ecuacion se llama ecuacion en derivadas parciales (EDP) pues las derivadas de la
incognita son derivadas parciales. Ejemplos de EDPs son las ecuaciones que aparecieron
en el capitulo anterior cuando vimos las leyes de conservacion junto con las ecuaciones
constitutivas, y nuestro objetivo es resolver y comprender propiedades cuantitativas y
cualitativas de las soluciones de estas ecuaciones.

Cuando la funcién incégnita depende sélo de una variable, la ecuacién se llama ecua-
cion diferencial ordinaria (EDO). A continuacién veremos un breve repaso de algunos
aspectos basicos de EDOs, que serdn necesarios para resolver las EDPs, que son la parte
principal de este curso.

6.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den

Una EDO es de primer orden si en su formulacién aparece la derivada de la funcion
incégnita, y tal vez la funcién incégnita sin derivar, pero no aparecen derivadas de orden
superior a uno de la incognita.

6.1.1. EDOs de primer orden separables

Una EDO de primer orden se dice separable si puede escribirse de la siguiente manera:

F)L = gfa), (6)

donde y es la funcién incognita de la variable independiente .

Son ejemplos de EDOs de primer orden separables las siguientes ecuaciones en la
funcién incégnita y = y(x).
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" — = 5 :
dz '
d 1d
- ﬁ = —3y (pues es equivalente a — ” di —3);
il ( valente a % — )
= —— =T ues es equivalente a ——:$-
d 1d
" % - y = 0 (pues es equivalente a — " di 1);
] dy = —X
dz ¥ ’

Las ecuaciones separables pueden resolverse integrando (cuando es posible) a cada
lado con respecto a z. Integrando el lado izquierdo de (6.1) obtenemos

[ ar= [ 1wy =rFw +

donde F(y) es una antiderivada, o primitiva de f(y) (i.e., F'(y) = f(y)) y C1 es una
constante arbitraria. El simbolo [ f(y) dy representa la familia de todas las antiderivadas
de f(y) y como sabemos todas ellas difieren entre si en una constante. En este caso, F'(y)
es una cualquiera de ellas, y todas se obtienen suméandole una constante.

Si G(z) denota una antiderivada cualquiera de g(x), integrando el lado derecho de (6.1)
obtenemos

Llamando C' a Cy — C; obtenemos

y si pudiéramos despejar y de F'(y) obtendriamos una férmula para y(z). En otros casos,
la solucion y queda implicita.
Veamos cémo resolver los ejemplos mencionados arriba:

. d_y = 5. Integrando obtenemos que
x

/—yd /5dx
[av= [ 5

Y+ Cl =br + CQ.
Luego y(x) = 5x + C es la solucidn general.
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d 1d
] d_y = —3y. Esta ecuacion es equivalente a _d_y = —3. Integrando obtenemos que
x ydx

1
/—@d:v:/—?)d:v
ydx
1
/—dyz/—i%dx
Y

In|y| + Cy = =32 + Cy,

c

por lo que In|y| = =32 4+ C 6 |y| = e“e™3*. La solucién general es entonces

y(r) = Ce ™.
Notar que en la tltima expresién hemos denotado con C a +eC; e es siempre
positivo, pero y puede ser positiva, negativa o cero, aunque no cambia de signo. Es
decir, la solucion de esta ecuacién puede ser:

e positiva para todo x: C > 0;
e negativa para todo z: C < 0;

e constantemente cero (para todo z): C' = 0.

dy . . y
= —— = xy. Notemos que esta ecuacién es equivalente a ——— = z, y luego
dx ydx
1d
/——yda: = /:L’dx
y dx
72
Infy|+Cy = 5+C27

ZE2

2

22
2

por lo que In|y| = = 4+ C 6 |y| = e“e>. La solucién general es entonces

~ g2
2

y(x) =Cez.
Notar que nuevamente hemos denotado con C' a +e€.

d d
s 0. Integrando la ecuacién equivalente _2_y = 1, obtenemos
dx y?dx

1 dy
1
/—zdy:/ldx
Y
1

—g‘i'cl:fl?‘f’CQ,

y luego la soluciéon general es y = — , que tiene dos ramas. S6lo una de

x+C
esas ramas sera la soluciéon que cumpla la condicion inicial, pues la otra rama
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esté desconectada. Por ejemplo, si queremos encontrar la solucién que cumple y(0) =

1
4, entonces la constante debe ser C' = ~1 y por lo tanto la solucion es

14
1 — 4z’

1
4

1
que sélo estd definida para z # 1 Pero la rama de la solucién que cumple la

1
condicién inicial estd definida en ( — 00, 1)
dy
" y = —x. Integrando a ambos lados obtenemos
x
d
% ydr = / —xdx
/ ydy = [ —xdx
2 2
Yy x
= 4+C=——+C
9 + 1 9 + 2,

es decir que y% 4+ 2% = C y la solucién esta implicita. En este caso podemos despejar

y obtener que
y(x) =+vC — 22
que sélo existe en el intervalo —/C' < 2 < v/C'y para C' > 0.

6.1.2. EDOs lineales de primer orden

Definicién 6.1. Una EDO de primer orden se dice lineal si puede escribirse de la siguiente
manera;

a(z)y'(x) + b(z)y(r) = c(z), (6.2)
donde y es la funcién incégnita de la variable independiente x y a(x), b(z), c¢(x) son
funciones dadas.

Suponiendo a(x) # 0 en el intervalo de interés, podemos dividir por a(z) y obtenemos
la EDO lineal en forma estindar

Y'(x) +plx)y(r) = q(z). (6.3)

Una manera de resolver este tipo de ecuaciones es recurriendo a lo que se conoce
como factor integrante. La idea consiste en muliplicar ambos lados de (6.3) por una
misma funcién m(z) obteniendo

m(z)y'(x) + m(z)p(r)y(x) = m(z)q(z).

Pero m(z) debe elegirse de manera que el lado izquierdo m(z)y'(z) + m(z)p(x)y(x) sea la
derivada de un sélo término, que serd el producto de y(x) por otra funcién. Ahora bien,

(m(@)y(x))" = m(z)y (x) +m'(2)y(2)
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y observamos que lograremos el objetivo deseado si se cumple que

m/(z) = m(x)p(z), o bien

Recordemos que p(x) es una funcién conocida, y que estamos tratando de hallar m(x).
Resulta entonces que esta es una ecuacién de primer orden separable para la incognita
m(z). Integrando a ambos lados obtenemos que

m(z) = Cexp(P(x)),

con P(x) una primitiva de p(z). Como sélo nos interesa hallar una funcién m(z) con
las propiedades dadas, tomamos C' = 1, y multiplicamos (6.3) por el factor integrante
m(z) = exp(P(x)), obteniendo

m(z)y () + m(z)p(z)y(z) = m(z)q(z)
exp(P(x)) () + exp(P(x))p(r) y(x) = exp(P(z))q(z)
—— —

(m(x)y(a:))/ =m(x)q(z).

/m s 0
o= [mmtayie ).

Lo importante no es recordar la férmula final, sino el procedimiento:

Por lo tanto,

Para resolver
y'(z) + p(x)y(z) = ()

hay que elegir el factor integrante m(x) de manera que al multiplicar la ecuacién por
m(z) resulte que el término de la izquierda sea igual a [m(x)y(x)}/ Para ello, debe
ser

m/(x) = m(z)p(z).

Veamos unos ejemplos

Ejemplo 6.2. Hallar la solucién general de (1+2%)y'+2 2y = 322 Si prestamos suficiente
atencion, observamos que 2x (que multiplica a y) es justamente la derivada con respecto
a x de (1 + 2?) (que multiplica a 3. Por lo tanto, el miembro izquierdo de la ecuacién es

justamente e [(1 +x )y], y la ecuacién resulta entonces

[(1+ IQ)y}/ =322
Integrando, obtenemos que (1 + 2?)y = 2* + C, y la solucién general resulta

2+ C
1+22°

y(z) =
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Ejemplo 6.3. Consideremos dos recipientes A y B que contienen un liquido viscoso y
se vacfan a una tasa proporcional al volumen V| digamos V'(t) = —kV/(t), con k > 0
una constante dada. Supongamos que el volumen inicial de liquido del recipiente A es
V2, mientras que el recipiente B estd inicialmente vacio. Si el recipiente A comienza a
vaciarse hacia el recipiente B a tiempo ¢t = 0, hallar el volumen Vp(t) de liquido en el
recipiente B a tiempo .

Por un lado, el volumen de liquido del recipiente A obedece la ecuacién Vi(t) =
—kV4(t) y por lo tanto V4(t) = Ce ™, y como el volumen inicial es V4(0) = V tenemos
que

VA(t) = VX e M.

Por otro lado, el volumen de liquido Vi(t) del recipiente B decrece a tasa —k Vp(t), pero
a la vez aumenta a tasa kV4(t), es decir

VE(t) = =k Vg(t) + kVa(t).
Reemplazando lo que se sabe para Vj4(t) obtenemos la siguiente ecuacion para Vg(t):
VL) + kVg(t) = kV]e ™.
Multipliquemos por el factor integrante m(t) para ver qué debe satisfacer.
m()VE(E) +m(t)k Va(t) = m(t)k Ve .

Queremos que el miembro izquierdo de la ecuacién sea [m(t)VB(t)}/ y para ello debe ser
m/(t) = km(t). Una solucién no trivial de esta ecuacién es m(t) = e**. Asf que la ecuacién
original ahora se transforma en

[ektVB(tﬂl =M EV]e ™™

que se simplifica en
[Vs(t)]) = KV,

es decir e"Vp(t) = k VIt + C, y entonces
Vp(t) =kVite™ 4 Ce ™.

Usando que Vz(0) = 0 obtenemos que C' = 0 y finalmente, el volumen del liquido en el
recipiente B a tiempo ¢ es
Vp(t) =kVite ™.

Ejemplo 6.4. Consideremos la situacion en que se posee un tanque A con 500 litros de
salmuera, con una concentracién de 5 gramos de sal por litro. Este tanque A drena 20
litros de salmuera por minuto hacia el tanque B. A su vez, el tanque B, que inicialmente
contiene 100 litros de agua pura, drena 15 litros por minuto, se encuentra siempre bien
mezclado y no rebalsa. ; Cudnta sal hay, y cual es la concentracién en el tanque B después
de 10 minutos?

Una manera conveniente de modelar este tipo de situaciones es definir la variable S(¢)
como la cantidad de sal en el tanque B a tiempo t (en gramos).
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La cantidad de sal que ingresa al tanque B por minuto es la misma cantidad de sal
que drena desde el tanque A:
l
20— x 55 =100 >
min l min
Por otro lado, la cantidad de sal que sale del tanque B por minuto es igual a la cantidad
de salmuera que sale por minuto, por la concentracion, es decir
(St _ S0 e
min  V(¢)¢ V(t) min’
donde V(t) denota el volumen de salmuera en el tanque B, que ficilmente vemos es
14
V(t) =100¢ + (20 — 15) ——t min = 100 + 5t /.
min

Luego, el problema a valores iniciales (ecuacién diferencial méas condicién inicial) para
S(t) resulta:

15

15
o 80 =0

condicién inicial

S'(t) = 100 —

(.

~—
ecuacion diferencial
La ecuacién diferencial es lineal de primer orden, que en forma estandar (y simplificando)

se lee
3

S'(t) + ——S(t) = 100.
() + 20+t (®)
3
El factor integrante debe cumplir m/(t) = mm(t), de manera que

In|m(t)| = /Q()L—i—t dt = 31n(20 +t) = In(20 + ¢,

y entonces m(t) = (20+¢)3. Multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante
obtenemos

(20 +)2S"(t) + 3 (20 + )2S(t) = 100 (20 + ¢)*
que es lo mismo que [(20 + t)BS(t)} =100 (20 + ¢)*. Luego

(20 +)3S(t) = 25 (20 + t)* + C,

y la solucién general de la ecuacién diferencial es S(t) = 25 (20 +¢) + m Ahora
imponemos la condicién inicial S(0) = 0 que implica 500 + 20 = 06 C = —4 x 10,
obteniendo como solucién del PVI a
4 x 10°
S(t)=25(204+1t) — —.
(1) =220+ = g

Para saber la cantidad de sal en el recipiente B después de 10 minutos, recordamos que
estamos midiendo el tiempo en minutos y la cantidad de sal en gramos, por lo que la
respuesta es

4 x 109 4000
S(10) =25(20 4+ 10) — ——— = 750 — —— =~ 601,85¢.
(10) =25 (20+10) = 55503 27 1908
S(10 601,85
La concentracion después de 10 minutos es V<(10)) ~ 15’0 % = 4,0123%.
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6.2. EDOs lineales de 2do orden con coeficientes cons-
tantes

Para resolver las EDP de los proximos capitulos, necesitaremos manejar con fluidez
la ecuacién homogénea de segundo orden con coeficientes constantes:

ay(x) + by (x) +cy(z) =0, (6.4)

donde los coeficientes a, b, ¢ son constantes reales.
Antes de continuar, recordamos que

Teorema 6.5. Si y;(x) e yo(z) son soluciones linealmente independientes' de una EDO
lineal homogénea de sequndo orden, entonces todas las soluciones de dicha ecuacion pue-
den escribirse como

y(z) = Cryi(z) + Caya(2)

eligiendo apropiadamente las constantes Cy y Cy. La formula anterior, que engloba a
todas las soluciones, se llama solucién general de la ecuacion.
Ademds, dado z¢ € R y dos numeros yy, y1, existe una unica solucion que satisface

y(x0) = Yo, Y (x0) = Y1
Observemos ahora que:

» Sia=0b=c=0no hay ecuacién :-)

Sia=b=0yc#0 laecuacién es algebraica con solucion y = 0.

Sia=0yb#0,laecuacién es de primer orden con solucién general y(z) = Ce™ 5%,

Si a # 0 la ecuacién es realmente de segundo orden, y procedemos a resolverla a
continuacion.

De ahora en adelante suponemos a # 0. El método usual para resolver (6.4) consiste
en buscar soluciones de la forma y(x) = €™ con r constante. Para ello reemplazamos esta
formula en la ecuacién y vemos qué tiene que satisfacer r. Observemos que Ué—nﬂem =rte™,
y por lo tanto y(z) = €"* serd solucién de (6.4) si

ar’e™ +bre™ 4+ ce™ = (ar’ +br+c)e’ =0 para todo .

Luego r debe ser solucién de la ecuacién cuadrética ar? + br + ¢ = 0. Esta ecuacién
(algebraica para la variable r) se conoce como ecuacién auxiliar para (6.4). Las soluciones

son
—b+ Vb2 —4dac
2a ’

Si definimos d = b* — 4ac, podemos distinguir tres casos.

T2 =

!Dos funciones son linealmente independientes cuando no es cierto que una es un miltiplo (constante)
de la otra.
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Caso 1: d > 0. En este caso hay dos raices reales distintas:

—b+vd  —b—Vd
Sl — 2= 0

" 2a 2a

Hemos encontrado entonces dos soluciones linealmente independientes

yi(z) =", Yo (z) = €7,

y la solucién general de (6.4) es

—b+Vd ~b—d
— Iy = —————.

d=b—4dac>0 = y(z)=Cre"" + Cye™*, conr = 2 =
2a 2a

. . . —b
Caso 2: d = 0. En este caso, la ecuacion cuadratica tiene una sola raiz r = 2 de
a

multiplicidad doble, que nos provee sélo una solucién y;(x) = e"*. Podemos verificar que
otra solucion linealmente independiente a esta primera es ys(x) = ze™. Luego, la solucién
general de (6.4) es

b
d="b"—dac=0 = y(r)=Cre™ + Cyze™, conr=—g-.
a

Caso 3: d < 0. En este caso, las raices son complejas:

—b+iv/|d| . _ —b—i/[d|
a ) 2 2, )

2

r =

*byﬁfm

donde i es la unidad imaginaria, que satisface i> = —1. Si llamamos o = S PE
entonces

7"1:O[+Z.B, 7"2:0[—7;57
y la solucién general resulta (a valores complejos)
y(a:) = C’le(a—l—iﬁ)x + C2e(a—i5)ac — o [Clei,é’:c + Cge_wﬂ .

Recordando que e*#* = cos Sz + i sen Sz, vemos que

y(z) = e**[Cy (cos Bz + isen fz) 4+ Cs (cos Bz — isen Sx) |
= e[ (Cy + Cs) cos Bz + i(Cy — Cs) sen fz].
——— —_———

Cl 02

Luego, la solucion general de (6.4) es

|d|
2a

b
d="b"—4ac < 0= y() :e‘“[Clcosﬁx—i—C’gsenﬁx}, con & = —o-, B =
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Ejemplo 6.6. Hallar la solucién general de y” + 3/ = 0. Proponemos una solucién de la
forma y(x) = €™, que satisface y”(x) = r?e"®, entonces

Y'+y =0 & (rP4r)et =0,

La ecuacién auxiliar es entonces r? + r = 0 que puede factorizarse como r(r +1) =0y
se ve facilmente que tiene dos soluciones diferentes r = 0, —1. Por lo tanto la solucién
general es

y(:)?) = Ol + 026_93.

Ejemplo 6.7. Hallar la solucién general de y” — 4y = 0. La ecuacién auxiliar es
r*—4=0, con raices r = £2.
La solucion general es entonces
y(r) = C1e* + Che .
Ejemplo 6.8. Hallar la solucién general de y” + 4y = 0. La ecuacién auxiliar es
r?+4=0, con raices r = +24i.
La solucion general es entonces

y(x) = C} cos(2z) + Cysen(2z).

6.3. Sistemas especiales de EDOs

Ocasionalmente nos encontraremos con un sistema de EDOs lineales de esta forma:
2'(t) = ax(t) + by(t)
y'(t) = ca(t) +dy(t),

con a, b, ¢, d constantes dadas y (), y(t) las funciones incégnita. Necesitaremos resolver
este sistema con valores iniciales dados x(0), y(0).

Si b = 0 entonces podemos resolver primero para z(t) y obtener z(t) = x(0)e™,
luego reemplazar esta expresion en la segunda ecuacion y resolverla utilizando un factor
integrante adecuado.

Si d = 0 podemos hacer lo mismo, resolviendo primero para y(t) y luego para x(t).

Sib# 0y d# 0 entonces se dice que las ecuaciones estan acopladas. En ese caso,
derivamos la primera ecuacién y obtenemos

2'(t) = a2’ (t) + by'(t)
=ad'(t)+blcax(t) + dy(t),]
=a2'(t)+blcx(t) + d%(:v’(t) — ax(t))]
= (a+ d)2'(t) + (be — ad)x(t).
Luego z(t) es solucién de la siguiente EDO lineal de 2do orden
2"(t) — (a + d)z'(t) — (be — ad)x(t) =0
que ya sabemos resolver. Una vez hallada z(t) usamos la identidad y(t) = +(2/(t) — az(t))

para tener una expresién de y(t).
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Ejemplo 6.9. Resolver

2'(t) =3x(t) —4y(t) 2(0) =1
y'(t) =2(t) —y(t) y(0) = 1.

Derivamos la primera ecuacién y obtenemos
2"(t) =32/ (t) — 49/ (¢).
Usamos la segunda ecuacién para reemplazar ' (¢) obteniendo
2"(t) =32 (t) —4x(t) + 4y(t).

Ahora despejamos y(t) de la primera ecuacién

y(t) = —72'(t) + Ja(t), (6.5)
y lo reemplazamos, obteniendo
2"(t) =32/ (t) — 4x(t) — 2'(t) + 3x(t),

que resulta
2" (t) — 22'(t) + z(t) = 0.

Proponiendo x(t) = e deducimos que 2 — 2r + 1 = 0, es decir r = 1 es una raiz doble,
por lo que la solucion general es

z(t) = Cy ' + Cyte.
Utilizando la condicién inicial para =, 2(0) = 1 obtenemos que C; = 1y por lo tanto

z(t) = e + Cyte.

De (6.5)
y(t) = —i (et + Chet + Oy tet) + Z(et + C’gtet)
= (- i - %LC”L;L — iCQtJr%Czt)et
= (% — 302 + %OQ t)e'.
Forzando la condicién inicial y(0) = 1 obtenemos que Cy = —2. Finalmente la solucién
resulta

x(t) = (1 — 2t)e’ y(t) = (1 —t)e".
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6.4. Generalidades sobre Ecuaciones en Derivadas Par-
ciales

Dada una funcién v = u(z,y,z,...) de varias variables independientes z,vy, z, ...,
utilizaremos la siguiente notacién conveniente:

ou ou ou
Uz = 7 Uy = 7, Uy = 77 SRR
ox Y oy 0z
0%u 0%u 0%u
’U/II = _7 (% €T = _7 ’U/m = _7
0x? P Oay Y Oyx

El orden de una derivada parcial es entonces la cantidad de subindices: uno en la primera
linea de los ejemplos anteriores y dos en la segunda.
Repasemos algunas definiciones

Se dice que una funcién u es C° cuando es continua. Dado un entero positivo k, se
dice que una funcién es C* si toda derivada parcial de orden menor o igual a k existe
y es continua.

Por ejemplo, si u = u(z,y, 2) es una funcién de tres variables, entonces u € C? si u,
Uy Uy Usy Uy Usgys Ugsy Uyes Uyy, Uyzy Use, Usy, Uz, SON continuas. Vemos aqui que u € C?
implica u € C' pues u € C' cuando u, u,, u,, u, son continuas.

Vemos entonces que en general, u € C* implica que v € C* 1.

Es también sabido que si u € C? entonces Upy = Uyz, Uy, = Uszy, etc. Decimos en
general que si u € C*, las derivadas parciales de orden menor o igual a k conmutan.

Definicién 6.10. Dado un entero positivo k, una ecuacién en derivadas parciales (EDP)
de orden k es una ecuacion que involucra una funcién incognita u, tal que k£ es el mayor
orden de derivada parcial que aparece en la ecuacion.

Ejemplo 6.11. Veamos un par de ejemplos:

» La ecuacion del calor
Uy = kg, u=u(z,t)

es una ecuacion de orden dos.
» La ecuacion de transporte
aug + bu, = f u=u(z,y)
es una ecuacion de orden uno, o de primer orden.

En general, una EDP esta definida sobre un dominio D que es la region de interés
donde las variables estan definidas. Por ejemplo, la ecuacién del calor unidimensional que
modela el flujo de calor en una barra de longitud L se presenta usualmente ast:

Uy = Ky, O<ax<L, t>O0.

El dominio donde estd planteada la ecuacién es D = {(z,t) : 0 < o < L, t > 0}. Este
dominio es un rectangulo “espacio-temporal” semi-infinito.
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Definicién 6.12. Una funcién u es una solucion de una EDP de orden k en el dominio
D si es una funciéon C* en la regién D y la EDP se satisface en todos los puntos interiores
aD.

Ejemplo 6.13. La funcién u(z,t) = sen(z)e" es solucién de la ecuacién de difusion

Up = Ugy en D={(z,t):0<z<1,t>0}

—t —t

En efecto, u; = —sen(x)e™, u, = cos(x)e™, u,, = —sen(x)e*, luego u; = u,, para todo
x y para todo ¢, en particular para (z,t) € D.

6.4.1. EDPs lineales y el principio de superposicion

Una EDP es lineal cuando puede escribirse de la siguiente manera:

El lado izquierdo es una combinacion lineal de la funcién incognita y sus
derivadas parciales, con coeficientes que pueden depender de las variables
independientes, pero no de la funcién incégnica. El lado derecho es alguna
funcion f que no depende de la incognita. Si f = 0 la EDP lineal se dice
homogénea.

Ejemplo 6.14. Las siguientes son ecuaciones lineales en la incégnita u:

= u; = kug,,, pues puede escribirse como u; — kug, = 0.

x

» 3zu, + (2 +y)uy, =e”

=2 .2
s Vut (@2 +y?+22)u=e"
La parte de la ecuacién que involucra a la funcion incégnita u y sus derivadas se

denomina operador diferencial aplicado a u, y en este curso lo denotaremos con la letra
L. Asi, en los ejemplos anteriores

El operador es La ecuacién se escribe como
Llu] = up — kg, Llu] =0
Llu] = 3zu, + (z + y)u, Llu] =e™*
Llu] = Vu+ (2% + 12 + 22)u L[u] = e

Ejemplo 6.15. Las siguientes ecuaciones no son lineales en la incégnita u
" UUy F Uy =1

" uwx+uy:u2
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Cuando la ecuacién involucrada es lineal, el operador diferencial £ es lineal, es decir:
£[61U1 + CQUQ] = clﬁ[ul] + CQE[UQ]

cualesquiera sean las constantes c1, co y las funciones suaves wuq, us.

Principio de superposicién. Si £ es un operador diferencial lineal y wuy, us son
soluciones de

Llui) = fi  Llug] = fo

entonces, cualesquiera sean las constantes ¢y, ¢,
U = C1U1 + CoU2

es solucién de

Llu] = c1fi + cafo.

En particular, tomando f; = fo = 0 obtenemos que si u;, us son soluciones del
problema homogéneo,

entonces u = ¢juj + coug es soluciéon de L[u] = 0.

6.5. Ejercicios

6.1. La ley de Torricelly dice que (bajo ciertas circunstancias ideales) un recipiente
cilindrico perdera fluido por un agujero en la base, a una tasa proporcional a la raiz
cuadrada de la altura de la superficie del fluido. Supongamos que un contenedor cilindri-
co estd inicialmente lleno a una altura de 25cm. Si le lleva un minuto perder tres cuartos
del total. ; Cuénto le llevara perder el total del fluido?

6.2. Resolver las siguientes ecuaciones lineales de primer orden, sujetas a las condiciones
iniciales indicadas

(a) v'(x) +2y(x) =", y(0) =1, (b) 2'(t) + z(t) cos(t) =0, x(w) = 100.
6.3. Hallar la solucién general y(x) de las siguientes EDO homogéneas de segundo orden
(a) y"=0 (d) v +5y+4y=0
(b) ¢ +36y=0 () y'+4y +2y=0

(c) y"—36y=0

6.4. Hallar la solucién particular que cumple las condiciones dadas:
(@) ¥"=0, y(0)=1,4(0)=0

(b) y" +36y =0, y(0)=0,%(0)=1

(c) ¥ —36y=0, y(0)=1,y(0)=1

(d) v +5y +4y =0, y(0)=1,y(0)=0
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(e) ¥ +4y' + Fy =0, y(0)=0,y(0)=1

6.5. Hallar la solucién particular que cumple las condiciones (homogéneas) dadas:
(a) ¥ =0, y(0)=0,y(0)=0

(b) ¥ +36y =0, y(0)=0,y'(0)=0

(c) y" =36y =0, y(0)=0,4(0)=0

(d) ¥"+5y' +4y=0, y(0)=0,y(0)=0

(e) ¥ +4y' + Fy=0, y(0)=0,y(0)=0

6.6. Hallar todas las soluciones que cumplen las condiciones dadas:

(@) ¥" =0, y(0)=0,y(m)=0

(b) y"+36y =0, y(0)=0,y(r)=0

(c) ' =36y =0, y(0)=0,y(m)=0

(d) ¥ +5y' +4y=0, y(0)=0,y(m)=0

(e) ¥ +4y' +Fy=0, y(0)=0,y(r)=0

6.7. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(1) = =(t) — 4y(t) (0)
y(t) = z(t) +y(t) y(0)

6.8. Para x € R se definen el seno y coseno hiperbdlico de la siguiente manera

1
1

6.’E

senh(z) =

—° cosh(z) = ere”
2 2

(a) Graficar ambas funciones y determinar el valor de cosh(0), senh(0), cosh’(0) y senh’(0).

(b) Determinar todos los valores de z para los que cosh(z) = 0, y también aquellos para
los que senh(z) = 0.

(c) Verificar que cosh?(z) — senh®(x) = 1 para todo z € R.
(d) Mostrar que - senh(z) = cosh(z) y que - cosh(z) = senh(z).
(e) Mostrar que dado un par de nimeros A, B, existe un par de nimeros A, B tal que

Ae® 4+ Be™® = A cosh(x) + B senh(z), para todo z € R.

(f) Mostrar que si A > 0 entonces toda solucién de y” — Ay = 0 se puede escribir

A cosh (\/X:c) + Bsenh (\/Xx)
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(g) Mostrar que si H € R estéd dado (fijo), y A > 0 entonces toda solucién de y” — Ay = 0
se puede escribir

y(x) = Acosh (\/X(x— H)) + Bsenh (\/X(:c— H))

6.9. Dado A > 0 fijo, hallar todas las soluciones de " — Ay = 0 que cumplan

(a) y(0) =0 (b) ¥'(0) =0 (c) ¥(3) =0 (d) y'(3)=0
Ayuda: usar el ejercicio anterior para hallar la formula mas sencilla posible.

6.10. Mostrar que para los siguientes operadores £ se cumple que
Llcy uy + caug] = ¢y Llug] + o Llus]

para todo par de constantes ¢, co y funciones suaves uy, us.

(a) Llu] =up — kugy, u=u(x,t)

(b) Llu] = ugs + tyy + U,  u=u(z,y,z)

(c) Llu] = (34 22)ugy +uyy, u=u(z,y)

(d) Llu] = uy — <e"”2ux> , u=u(z,t)

xT
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Capitulo 7

EDPs de primer orden

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar EDPs de primer orden. Veremos cémo se
resuelven las lineales, y haremos algunas consideraciones sobre la existencia y unicidad
de soluciones.

7.1. EDPs de primer orden con coeficientes constan-
tes

Tal vez la EDP mas simple es la lineal de primer orden con coeficientes constantes:
au, +buy, +cu= f(z,y), u=u(z,y), (7.1)

donde a, b, ¢ son constantes dadas tales que a? + b*> # 0' y f(x,y) es una funcién dada.
Como es usual, no se escriben las variables independientes de la funcién incégnita u. La
expresion u = u(z,y) a la derecha indica que la funcién u depende de dos variables = e y
y No mas.

Como la ecuacién es de primer orden, buscamos soluciones u = u(z,y) que sean C*,
y para que esto sea posible, f(z,y) debe ser continua.

Primer caso: Consideramos el caso sencillo en que b = 0 (por lo tanto a # 0) y la
ecuacion es

aug(z,y) +cu(z,y) = flz,y),  uw=ulzy).
Si bien es una ecuacién en derivadas parciales, solo aparece una derivada con respecto a
x y ninguna con respecto a y. Si interpretamos a y como un pardmetro esta ecuacién en
realidad resulta una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias: una para cada y fijo,
que se reescribe asi:

wlr,y)+ Sulry) = fny),  u=ulzy)

El factor integrante de esta ecuacién es m(z) = e«®, que multiplicdndolo a la ecuacién

da
0 1 .

6_90 (eﬁxu<x7y)) = aegxf(xa y)

La? 4 b2 # 0 quiere decir que a y b no son ambos iguales a cero.
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Integrando (con respecto a x) obtenemos

culry) = [ Loy de+ O,

donde es importante notar que la constante puede ser diferente para cada y, y por eso
escribimos C'(y) en lugar de C. La solucién general entonces resulta

u(z,y) = e a® [/ éeng@,y) dx + C(y)| .

Como buscamos soluciones C*, pedimos que la funcién C(y) sea C?.

El desarrollo realizado hasta aqui debe usarse para comprender el procedimiento, pero
no es aconsejable recordar la formula de la solucién.

El caso a = 0 (b # 0) es similar. Resolvamos directamente un ejemplo:

Ejemplo 7.1. Hallar la solucién general de
u, —2u =z +y, u=u(z,y). (7.2)

C ., 2 T+
Dividimos por 3 y obtenemos la ecuacion u, — gu = Y

. Multiplicamos por el factor

integrante m(y) = e~ 3Y y obtenemos

% <e‘§yu(x,y)) = e 3Y 3

Integrando con respecto a y obtenemos

3
e_gyu(xay) = _ge_%y - (% + Z) 6_%31 + C(l'),

y multiplicando por e3Y obtenemos la solucién general

r+y 3
2 4

3 2
u(z,y) = —g— (%+Z> +C(z)es¥ = —

Esto quiere decir que reemplazando C(z) por cualquier funcién C! de la variable x obte-
nemos una solucién de (7.2). Asi, todas las siguientes son soluciones:

u(,y) C(x)
2 2
ety 3 e, |2
2 4 8 8
3
_rry e + cos(mx) e cos(mx)
2 4
7z +y _ § 2 2(z+y) _26%96
2 4
r+y 3 2
_ BN 17 1
2 1 +e




Esta claro que estas no son todas las soluciones, pues hay infinitas. ..

Pasemos ahora al caso mas general en que a # 0 # b (esto quiere decir que a # 0 y
que b # 0, es decir, ninguna de las dos constantes es nula). La clave para resolver este
problema es ver que la parte de la ecuacién (7.1) que involucra a las derivadas es:

aug +bu, = Vu- (ai + bj)

es decir, el producto escalar entre el gradiente de u y el vector (a, b). Por lo tanto, a u,+bu,
es una derivada direccional en la direccién ai + bj, y la ecuacién es entonces una EDO a
lo largo de estas direcciones.

La idea es ahora introducir un cambio de variables de manera que una variable sea
constante a lo largo de las rectas paralelas al vector ai + bj. Estas rectas se llaman rectas
caracteristicas y son las de ecuacion

b
y=-x+d
a

o también

br — ay = const. /

Usaremos w, z para las nuevas variables. Elegimos w de manera que las caracteristicas
sean las rectas w = constante. Elegimos la otra variable z de alguna manera sencilla, pero
que no sea un multiplo de w. Por ejemplo

W+ az

= b — =
{w T — ay PN x 2
z=y

y==z

Definimos entonces una nueva funcién v = v(w, z) que coincida con u = u(x,y) en
cada punto. Es decir

w—+ az

b

v(w, z) = ulz,y) = u( ,2) o bien u(z,y) = v(w, z) = v(br — ay,y)

Veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Uy = Uy Wy + UV, 2y Uy = Uy Wy + VU 2y
Uy = Vyp b+ 0,0 y Uy = Uy (—a) + v, 1
auy = abuy, bu, = —abv, +bv,.

Luego la parte principal de la ecuacién (7.1) resulta:
auy +bu, = bu,
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y reemplazando en (7.1), vemos que v(w, z) debe ser solucién de
bu, + cv = g(w, 2)

donde g(w,z) = f(¥+%, z). Esta ecuacién es ahora de las sencillas en que aparece una
sola derivada parcial.

Nuevamente, no es bueno recordar esta forma final de la nueva ecuacién, sino el
procedimiento, que consiste en hacer el cambio de variables adecuado. Veamos un ejemplo
concreto.

Ejemplo 7.2. Hallar la solucién general de
u, — 2uy +u =z, u=u(z,y). (7.3)
Las caracteristicas son las rectas de pendiente —%, es decir las de ecuacion y = —%x +d,
o también
2x 4+ 3y = constante.

Luego hacemos el cambio de variables

{w:2x+3y x:w—?)z
<~

Z=1Y

y==z

Identificando u(x,y) = v(w, z), veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Uy = Uy Wy + Vy 2y Uy = VyWy + U, 2y
Uy = Uy 2+ v, 0 y Uy = Uy 3+ 0, 1
3Uy = 0y 2uy = 6V, + 2v,.
, ., w — 32
Por lo tanto 3u, —2u, = —2v,. Asi, la ecuacién (7.3) se transforma en —2v,4+v = 5
que es equivalente a
1 w— 3z
v, — =V = — )
2 4

El factor integrante es m(z) = e~2 que multiplicindolo nos da

(75 ):_w—Szef

[CIENY

Integrando obtenemos

_z
2 —

(2+2)e72 + C(w),

DO W

: w
e v = —e
2

y finalmente, multiplicando por ez, resulta

w 3 z
v—§—§(2+z)+0(w)e :

Reemplazando w, z por sus equivalentes en términos de x, y obtenemos

2 3 3 v
= $;— y—5(2+y)—l—C’(23:—i—3y)e§

u(z,y)
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y simplificando llegamos a que la solucién general es
u(z,y) =z — 3+ C(2x + 3y)e?. (7.4)

Es importante mencionar aqui que C'(2x+3y) indica cualquier funcién C* de una variable,
aplicada a la expresién (2z + 3y) como un bloque indivisible. Por ejemplo

C(w) u(w,y)

w? x — 3+ (2x + 3y)’e?

2 +sen(w) | z— 3+ (2+sen(2z + 3y))e?

1 5 e2
1+ w? T Jr1—{—(2515%—3@/)2

log(10 4+ w*) | 2 — 3 + log(10 + (22 + 3y)*)e?

Observacién 7.3. Vemos que el problema tiene infinitas soluciones. Si tomamos C' =0
tenemos la solucién particular u,(z,y) = = — 3, que es una solucién de 3u, —2u, +u = .
La otra parte de la solucién general, u(z,y) = C(2z + 3y)e? es la familia de todas las
soluciones del problema homogéneo 3u, — 2u, +u = 0.

Ejemplo 7.4. ;Qué habria ocurrido en el ejemplo anterior si en lugar de definir z = y
hubiéramos intentado z = x7 Veamos. Hacemos el cambio de variables

w = 2x + 3y ==z
— w— 22

Identificando u(x,y) = v(w, z), veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Uy = Vyy Wy + Vy 2y Uy = VypyWy + U, 2y
Uy = VU 2+ 0, 1 y Uy = Vy 3+ 0,0
3u, = 6v, + 3v, 2uy = 6vy,.

Por lo tanto 3u, — 2u, = 3v,. Asi, la ecuacién (7.3) se transforma en 3v, +v = z, que es
equivalente a

i 1 z
v+ Sv = -
3 3
Multiplicamos por el factor integrante m(z) = €3 y obtenemos
0 z 2z
— (e3v) = se3.
0z (¢70) 3

Integrando con respecto a z nos queda e3v = (z — 3)e3 + G(w), o lo que es lo mismo

v(z,w) =z — 3+ G(w)e 5.
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Reemplazando w, z por sus equivalentes en términos de x, y obtenemos la solucién general

u(z,y) = — 3+ G(2x + 3y)e 5.
Esta solucién es aparentemente diferente de la obtenida anteriormente para el mismo pro-
blema (ver (7.4)), pero notemos que reemplazando C'(w) = e~ s G(w), en (7.2) obtenemos

z+3y

u(z,y) =z — 34+e 0 G(2z + 3y)e? =z — 3+ G(2x + 3y)e 3,

que es la formula recién obtenida.

Conclusiones:

= Uno puede tener soluciones generales aparentemente diferentes pero que en realidad
son la misma familia de soluciones.

= La eleccion de la variable z puede hacerse convenientemente a fin de simplificar las
cuentas. En el ejemplo anterior usar z = x en lugar de z = y ayuda un poco.

7.1.1. Condicion lateral

En muchas ocasiones, uno esta interesado en encontrar soluciones que cumplen alguna
condicion lateral. Para la ecuacién (7.1) una condicién apropiada puede ser que u(zx,y)
tome ciertos valores especificos en los puntos que estan sobre una linea recta o curva.
Ejemplos de tales condiciones son:

u(z,0) =g(z), ze€R se indica el valor de u sobre el eje x.

u(0,y) =g(y), x€R se indica el valor de u sobre el eje y.

u(z,3) =g(z), zelR se indica el valor de u sobre la recta y = 3.

u(z,z) =g(x), zeR se indica el valor de u sobre la recta y = x.

u(e®,s) =g(s), zeR se indica el valor de u sobre la grafica de z = €¥.
u(bz,z+1) =g(z), zeR se indica el valor de u sobre la recta y = g + 1.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 7.5. Hallar la solucién de
Uy — Uy +2u =1, u=u(z,y), u(z,0) = 2*, z €R.

El primer paso consiste en hallar la solucién general de la ecuacion diferencial, ignorando
por un momento la condicién lateral u(z,0) = x?. Identificamos las caracteristicas como
las rectas de ecuacion y = —x + d o las de ecuacién = + y = const. Luego hacemos el
cambio de variables

{w:x+y {x:w—z
—
z=y Y=z
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Identificando u(x,y) = v(w, z), veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Ugp = Uy Wy + Vy 2y Uy = VypyWy + UV 2y
Uy =V 1 +v,0 y Uy =V 1 + 0,1
Uy = Uy Uy = Uy + V.
Por lo tanto u, —u, = —v,. Asi, la ecuacién diferencial se transforma en —v, 4+ 2v = 1,
que es equivalente a v, — 2v = —1. Multiplicamos por el factor integrante m(z) = e=* y
obtenemos P
—2z —2z
— (e “*v) = —e .
5, (€7)

1
Integrando con respecto a z nos queda e **v = —e > 4+ C(w), o lo que es lo mismo,

1
v = §+C’ (w)e**. Reemplazando w y z por sus equivalentes en términos de x e 3 obtenemos

la solucién general

1
u(w,y) = 5 + Cla+y)e.

Una vez hallada la solucién general imponemos la condicién lateral u(x,0) = 2% para
todo x € R. Esto implica

1
azzzu(x,O)zi—l—C(x), z €R,

es decir C(z) = 2* — 5. Luego, la solucién es

e =5+ (42— 3) e

2
C(;H/)
Veamos otro ejemplo:
Ejemplo 7.6. Hallar la solucién de
Uy + 2u, — du = "V, u = u(z,y), w(z,dx +2) =0, z€R.

Nuevamente, el primer paso consiste en hallar la soluciéon general. Las caracteristicas son
las rectas de pendiente 2, es decir las rectas de la forma y — 22 = const. Viendo que en el
lado derecho de la ecuacién aparece e**¥ elegimos las variables auxiliares de la siguiente

manera:
{w:y—Qx =3

y —_=
Identificando u(x,y) = v(w, z), veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Uy = Uy Wy + UV, 2y Uy = VypyWy + UV 2y

Uy = Uy (—2) + v, 1 y Uy = Uy 1+ 0,1

Uy = —2Vy + U, Uy = Vy + V.
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que es equivalente a v,

Por lo tanto u, 4+ 2u, = 3v,. Asi, la ecuacion diferencial se transforma en 3v, — 4v = €7,
4, _

3V =
obtenemos

0

<. Multiplicamos por el factor integrante m(z) = e"aty

(h0)-5
— e 3%0) = .
0z 3
Integrando nos queda e 3°v = —e~ 3 + C(w), 0 lo que es lo mismo v = —e” + C(w)e3
Reemplazando w y 2z por sus equivalentes en términos de x e y obtenemos la solucién
general
4
u(z,y) = —e" + Oy — 2z)e3 ™),

Una vez hallada la solucién general imponemos la condicién lateral u(z, 4z +2) = 0 para
todo x € R. Esto implica

(7.5)

0=u(x,dr +2) = _et 2 Cllz+2— 290)6%(”4”2),
es decir C(2z + 2) = e(rt2)-3(a+2) — -

r € R,
S5x+2 .
3, x € R. Tenemos entonces que definir la
funcién C(r) (usamos una variable genérica r) de manera que

CRr+2)=e "%
.,Cémo hacemos esto? Definimos r

(7.6)

2x + 2 (lo que estd como argumento de C), y
despejamos z, es decir = "52. Luego reemplazamos esta expresién en todos los lugares
en que aparece = en la igualdad (7.6), es decir:

— 2 . r—2
C(2r+2) = CRT=+2) = C(r) = 5 = R )
de C(r) en (7.5). Es decir

Es decir, C(r) = e~ 6" La solucién buscada se obtiene entonces utilizando esta definicién
u(z,y) = =" 4+ Oy — 22)e3 @) = —"HY 4 ¢~ 20+1 o5ty

— %ty 4 i t3aHl

ejemplos mas.

Hasta ahora no nos hemos encontrado con grandes dificultades, veamos un par de
Ejemplo 7.7. Hallar la solucién de

Uy + 2uy — 4u = e*ty

’ UZU(I7y) U(I,Q(L’—l)zo,

r e R
Vemos que la ecuacién diferencial es la misma, asi que la solucién general es

w(z,y) = —e" + C(y — 2x)ex @),

Cuando intentamos imponer la condicién lateral u(z,2x — 1) = 0, obtenemos

0=u(z,20—1)= -1 41002z —1— Qx)eg(wrzx—n
= g O(—1)edeD),

r eR,
81



es decir
3x

C’(—l):e_T_l, r eR.
Aqui vemos que estamos pidiendo a la funcién C(r) que en r = —1 tome diferentes valores
dependiendo de x. Esto es imposible, por lo que el problema plantedo no tiene solucién.
La dificultad radica en que la condicién lateral estd dada sobre una caracteristica, la recta
y = 2z — 1 que tiene pendiente 2.

Nos preguntamos por qué tenemos dificultades cuando la condicion lateral estd dada
sobre una caracteristica. La explicacién es la siguiente. La EDP resulta una EDO a lo largo
de las caracteristicas, y por eso el valor de la solucién a lo largo de ellas estd determinado
por el valor en un solo punto. Como la condicién lateral no cumple la EDO sobre la
caracteristica, el problema no tiene solucion.

Veamos un ultimo ejemplo:

Ejemplo 7.8. Hallar la solucién de
Uy + 2u, — du = Y, u=u(z,y) u(z,2r) = —¥ +e**, xR

Vemos que la ecuacion diferencial es la misma, y como ya no somos tan inocentes también
detectamos que la condicion lateral estd dada sobre una caracteristica, la recta y = 2.
Recordamos que la solucién general es

u(z,y) = —e" 4+ Oy — 2x)es @),
e intentamos imponer la condicién lateral u(z,2x) = —e3% + 4:

—e® e = y(x,21) = —"T + O (22 — 21‘)63(”21)

reR,
= —e* + C(0)e*,

es decir
c(0) =1, r e R.

Aqui vemos que estamos pidiendo a la funcién C(r) que en r = 0 tome el valor 1. Esto
si es posible, por lo que el problema plantedo tiene solucién. Lo extrano aqui es que
existen infinitas funciones C(r) que valen 1 en r = 0. Por este motivo, este problema
tiene infinitas soluciones. He aqui algunos ejemplos:

C(r) u(z,y)
(r+ 1) —e" Y 4 (y — 20+ 1) 36+
cos(r) —e™HV 4 cos(y — 2x) €3+
e 3" — ™Y o3 (02) p5(ety) — gty pda
ln(e + 7"4) _e:c+y + In (6 + (y . 2%’)4) 6%(1‘-1—?/)
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Lo que ocurre en el ejemplo 7.8 es que la condicion lateral esta dada sobre una ca-
racteristica, pero la misma es compatible con la EDO que se cumple sobre esa recta. Por
lo tanto el problema tiene solucién. Ahora uno se pregunta por qué tiene infinitas. La
existencia de infinitas soluciones se debe a que la condicién lateral no impone ninguna
exigencia sobre ningtin punto de las demas caracteristicas.

En base a los ejemplos analizados precedentemente concluimos algo que se puede
demostrar rigurosamente en general, pero cuya demostracion queda fuera del alcance de
este curso:

Al resolver EDP lineales de primer orden con coeficientes constantes como (7.1):

= Si la condicién lateral estda dada sobre una recta no-caracteristica, el problema
tiene una unica solucion.

= Si la condiciéon lateral estd dada sobre una caracteristica, ocurre una de las
siguientes posiblidades:

e El problema no tiene solucién.

e El problema tiene infinitas soluciones.

Como mencionamos al principio de esta Seccion una condicién lateral podria estar
dada sobre una curva, y no necesariamente sobre una linea recta.

Definicién 7.9. Si para la soluciéon u = u(z,y) de (7.1) se requiere que tome valores
especificos sobre una curva, tal curva se llama curva lateral.

Se dice que una curva es reqular si tiene vector tangente unitario que varia de manera
continua con respecto a la longitud de arco. Visualmente es una curva que no tiene esqui-
nas. Una forma de saber si una curva es regular consiste en hallar una parametrizacién
t — x(t)i+y(t)j con 2'(t), /() continuas y tales que (2/(¢))* + (v/(t))* > 0 para todo t.

Definicién 7.10. Se dice que una curva regular intersecta a una linea recta transversal-
mente si en cada punto interseccién la recta no es tangente a la curva.

Teorema 7.11. Consideremos la EDP au, +buy, +cu = f(z,y), u=u(z,y), y supon-
gamos que la condicion lateral se impone sobre una curva lateral reqular que corta cada
recta caracteristica exactamente una vez y lo hace transversalmente. Entonces, si los va-
lores impuestos sobre la curva varian de manera suave (C1) el problema tiene solucidn
unica.

Este teorema nos dice que para garantizar que el problema tenga solucién tnica, la

condicién lateral debe ser impuesta sobre una curva que satisfaga lo siguiente:

= Que corte a todas las caracteristicas.
= Que corte a cada caracteristica una sola vez.

= Que en cada punto de la curva la recta tangente no sea caracteristica.

En la Figura 7.1 se muestran curvas laterales buenas para la imposicién de valores
a la solucién (izquierda), y también se muestran curvas laterales que no garantizan la
existencia de solucién tnica (derecha).
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Figura 7.1: Curvas laterales adecuadas e inadecuadas. Las curvas de la izquierda son
adecuadas porque cortan todas las rectas caracteristicas, cortan a cada caracteristica una
sola vez y lo hacen de manera transversal. Las curvas de la derecha no cumplen estas tres
condiciones a la vez.

7.1.2. Un modelo para analisis de poblaciones o inventarios

Bajo ciertas hipétesis naturales, derivamos a continuaciéon una EDP de primer orden
que gobierna la manera en que se distribuye una poblacion de individuos con respecto a
la edad, a medida que transcurre el tiempo. Los individuos pueden ser tanto organismos
biolégicos como objetos manufacturados, por ejemplo lamparas, transistores, productos
alimenticios o medicamentos. Nos referiremos entonces a alguna coleccion de objetos simi-
lares que se vuelven defectuosos con la edad, o se vencen, acorde a un patrén establecido
estadisticamente. Utilizaremos el verbo expirar para decir que un individuo deja de exis-
tir, o de funcionar, o se vence. Y utilizaremos el verbo existir para decir que un individuo
estd vivo, o funciona correctamente, o no esta vencido.

Supongamos entonces que la variable P(z,t) denota una densidad de poblacién a
tiempo t de individuos de edad x. Es decir,

b
/ P(z,t)dx = cantidad de individuos de edad entre a y b que existen a tiempo ¢.

También ocurre que
P(z,t)Az = nimero de individuos de edad entre z y = + Az que existen a tiempo t.

Esto es cierto porque para Ax pequeno, P(z,t)Azr = f;+Am P(y,t)dy.
Supongamos ahora que D(z,t) es la tasa de expiracién. Més precisamente,

b D )Pl ) dir = numero de.individuos de edad eptre ayb
a que expiran, por unidad de tiempo.

Lo que implica que

numero de individuos de edad entre z v = + Ax
que expiran en el intervalo de tiempo [t, ¢ + At]

D(z,t)P(x,t)AxzAt =
Si los individuos no expiraran (D = 0), tendriamos que P(z,t 4+ At) = P(x — At, ).
Es decir, la densidad de individuos de edad x a tiempo t + At es la misma que la densidad

de individuos de edad x — At a tiempo t.
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Pero si expiran a tasa D(x,t) tenemos que
P(z,t+ At) = P(x — At t) — D(x,t)P(x,t)At.
Restando P(x,t) a ambos miembros y dividiendo por At obtenemos

P(x,t+ At) — P(x,t)  P(x — At,t) — P(z,t)
= - D P .
Tomando limite cuando At — 0, y teniendo en cuenta que la aproximacion implicita en

= tiende a una igualdad cuando At — 0, obtenemos

Py(x,t) = —Py(x,t) — D(x,t)P(z,1t) 6  Pyx,t)+ Py(x,t) + D(z,t)P(z,t) = 0.

Observacién 7.12. Sino le convence la deducciéon de la ecuacion usando =2, he aqui una
deduccién alternativa. Si los individuos expiran a tasa D(z,t) tenemos que

At
P(z,t+ At) = P(x — At,t) — D(x — At + s,t+ s)P(y — At + s,t + s) ds,
0

y escribiendo r en lugar de At tenemos
P(z,t+r)=P(x —r1t) —/ D(x —r+s,t+s)Ply—r+s,t+s)ds.
0

Derivando esta 1ltima expresion con respecto a r tenemos
P(x,t+7r)=—-P(x—r,t)—D(@—r+nrt+r)Plx —r+nrt+r)

—l—/ Dy(x —r+s,t+s)Ply—r+s,t+s)ds
0

+/ Dz —r+s,t+s)P.(y—1+s,t+s)ds.
0

Tomando limite cuando r — 0 obtenemos
Pot) = —Pu(w,t) = D, ) P(x,) 6 Pa,t) + Pol,t) + Do, ) P(a, 1) = 0.
(Fin de la deduccién alternativa).

Analicemos un poco esta ecuacién, que es (casi) una de las que hemos aprendido a
resolver en esta seccién. Los coeficientes frente a P, y a P, son constantes (iguales a
1), pero el coeficiente frente a P es D(x,t) que es variable. Sin embargo, toda la teoria
desarrollada en esta seccion se puede utilizar. Veamos: las caracteristicas son las rectas
de pendiente 1, es decir las de ecuaciéon x — t = const. Hacemos entonces el cambio de

variables
{w:x—t {x:z
<~
2= t=2z—w.

Identificando P(x,t) = Q(w, z), veamos qué EDP satisface Q(w, 2):

Px:wax+szx Pt:wat+szt
Px:Qw+Qz Pt:_Q’LU
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Por lo tanto P, + P, = Q.. Asi, la ecuacion diferencial se transforma en
Q.+ D(z,z—w)Q =0,

donde hemos reemplazado x por z, y t por z — w. El factor integrante es ahora m(z) =
el Plzz=w)dz N\yltiplicamos y obtenemos

0

5 < fD(z,z—w)sz> —0.

Integrando con respecto a z nos queda e/ PE* 4z — ¢ (w). Eligiendo una primitiva
en particular obtenemos

Q(w, 2) = Clw) exp (— / D¢ - w) dc) |

Reemplazando w y z por sus equivalentes en términos de x e y obtenemos la solucién
general

P, t) = C(z — ) exp (— /;D(g,g— v+ D) dg) |

Haciendo el cambio de variables 7 = ( — x + t en la integral dentro de la exponencial la
férmula de la solucién general resulta

Pla,t) = Clz —t) exp (—/OtD(m—H—T,T)dT).

Tomando t = 0 obtenemos P(x,0) = C(z), por lo que C(z) indica la densidad inicial de
poblacién con respecto a la edad, al menos para x > 0. Es decir

Pat) = P(z —t,0) exp (—/OtD(x—t—i—T,T)dr).

Como P(z,0) no estd definido para x < 0, resulta que P(x,t) no estd definido para z < ¢
(ver Figura 7.2). Es entonces conveniente definir, para z < 0, P(z,0) como el nimero
de nacimientos por unidad de tiempo que se producirdn a tiempo |z|, definiendo a la vez
D(x,t) =0 para z < 0.

Consideremos el caso de produccién constante C', es decir P(x,0) = C para todo
x < 0y tasa de expiracién independiente del tiempo, o sea D(z,t) = D(x) (recordando
que D(z) = 0 si 2 < 0). Analicemos qué ocurre a medida que pasa mucho tiempo. Mas
precisamente, calculemos la densidad de poblacion en estado estacionario:

t—-+o0 t—-+o0

Po(z) = lim P(z,t) = lim Pz —t,0)exp (—/OtD(x_t_H—)dT)_

Ahora bien, parat > x, x —t < 0 y entonces P(x —¢,0) = C por lo que

lim P(x —t,0) = C;

t—4o00
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D=0 D >0

<t

P es constante

sobre estas lineas
x>t

Figura 7.2: Diferentes regiones para el problema del inventario

ademas
t T 0 T T
/ D(x—t+7)dr = / D(s)ds = / D(s)ds +/ D(s)ds = / D(s)ds.
0 r—1 -1 0 0
=0

Por lo que finalmente

Po(z) = lim P(x,t) = C exp (_ /Oxp(s) ds) .

t—+o0

Mas atn, la densidad estacionaria Py (x) coincide con la densidad P(z,t) cuando t > x.
Maés precisamente
P (z) = P(x,1), sixz >t

Esto es cierto solo cuando hay produccion constante.

7.2. EDPs de primer orden con coeficientes variables

En muchas aplicaciones aparecen ecuaciones de la forma

a(z,y) us +b(x,y) uy + c(z,y)u = f(z,y),  u=u(z,y). (7.7)
Es decir, los coeficientes a, b, ¢ pueden depender del punto (z,y). Esta EDP sigue siendo
lineal, pues el operador Llu] = a(z,y)u, + b(x,y) u, + c¢(x,y)u es lineal. La ecuacién

dejaria de ser lineal si los coeficientes dependieran de u o alguna de sus derivadas.

Para resolverla, observemos primero que el término a(x, y) u, +b(z, y) u, es la derivada
direccional de u en la direccién del vector a(z,y)i + b(x,y)j =: g(z,y). Como a y b
dependen del punto (z,y) tenemos que en cada punto estaremos mirando una derivada
direccional, pero no siempre en la misma direccién. En la figura 7.3 podemos ver el campo
de direcciones ai+bj en un caso en que a y b son constantes y en otro donde son variables.

Vemos entonces que las caracteristicas no seran siempre rectas, y establecemos la

siguiente definicion.
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Figura 7.3: Campos de direcciones constante (izquierda) y variable (derecha) y algunas
curvas caracteristicas
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Definicién 7.13. Una curva en el plano zy se llama curva caracteristica parala EDP (7.7)
si en cada punto (xg, yo) de la curva el vector g(xo, yo) = a(xo, yo)i+b(xq, yo)J es tangente
a la curva.

Si la curva caracteristica es el grafico de una funcién y(x), entonces la definicién nos
dice que

dy _ bW=y)
dz, a(z,y)

pendiente de la  pendiente del
recta tangente vector g(z,y)

La ecuacién
dy _ b(x,y)
de  a(x,y)

(7.8)

se llama ecuacion caracteristica de (7.7) y los gréficos de las soluciones son las curvas
caracteristicas de (7.7).

La EDP (7.7) resulta una EDO sobre las curvas caracteristicas.

En el caso a, b constante, las caracteristicas son las rectas y = gx + d o también
bx — ay = const. En ese caso definiamos la variable w como una variable auxiliar que nos
ayudaria a resolver el problema. Ahora haremos algo parecido.

Supongamos que ya pudimos resolver (7.8) y que las curvas caracteristicas son de la
forma

h(z,y) = const.

Por ejemplo h(z,y) =y — 22 o h(z,y) = 2° + y* (ver figura 7.4)
Entonces hacemos el cambio de variables y la identificacién
{wzumw

- v(w,z) = u(z,y)
z=y

La idea es que w sera constante en cada caracteristica y entonces la EDP se transfor-
mara en una EDO de la variable z. Veamos si esto ocurre

Uy = Vg Wy + UV, 2y Uy = VypyWy + UV 2y
Uy = Uy hy + 0,0 y Uy = Uy hy + 0,1
aty, = ahy Uy bu, = bhy v, +bu,.
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Figura 7.4: Curvas caracteristicas de la forma h(z,y) = y — =
h(z,y) = 2? + y* = const. (derecha)

&

NN\

2 = const. (izquierda) y

Por lo tanto
atuy +bu, = (ahy +bhy) v, +bu,.

Observemos ahora que a h, + bh, = (ai + bj) - vhJ ai + bj es tangente a las curvas de
nivel de h, por lo tanto ai + bj es perpendicular a Vh. Es decir

ahg +bh, = (ai +bj) - Vh =0,

y resulta que la parte principal de la ecuacién es a u, +bu, = bv., por lo que la ecuacion
en v resulta
bv, +cv=Ff,

que es una EDO en la variable z.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7.14. Hallar la solucion general de
—Y Uy + T Uy =0, u=u(z,y).

El primer paso consiste, como antes, en encontrar las curvas caracteristicas. Las mismas
deben satisfacer

dy x

de vy’
que es una EDO de primer orden separable. Multiplicamos por y e integramos a ambos
lados, obteniendo

ydx_
/ydy:—/xdx
2 2
y __ ¥
5 2—1—0



Realizamos entonces el cambio de variables

{w:x2+y2 {x:j:\/w—z2
g

2=y Y=z

Identificando u(z,y) = v(w, z), veamos qué EDP satisface v(w, 2):

Uy = Uy Wy + Vy 2y Uy = VypyWy + UV 2y
Uy = Uy 22 + v, 0 y Uy = Uy 2y + v, 1
— YUy = —2TY Vyy T Uy = 20Y Uy + TV,

Por lo tanto —yu, + zu, = xv,, y la ecuacién resulta zv, = 0. Por lo tanto v, debe ser
cero en todos los puntos donde x # 0, pero como buscamos soluciones C!, v, debe ser
continua y por lo tanto v, = 0. Es decir

v(w, z) = C(w),
y la solucion general resulta
u(@,y) = C(@* + 7).

En otras palabras, las soluciones son todas las funciones radiales, o sea, las que son
constantes a lo largo de las circunferencias centradas en el origen. Por ejemplo

C(w) u(z,y)

N )

1 1
14w | 1422+ y?

7.2.1. Parametrizacion preferida

Otra forma de resolver EDPs lineales de primer orden con coeficientes variables se
obtiene parametrizando las curvas caracteristicas con un parametro ¢, como cuando cal-
culabamos integrales sobre curvas.

Sea x(t)i + y(t)j la parametrizaciéon de una curva caracterfstica. Entonces

2'(t)i +y'(t)j debe ser paralelo a a(z(t),y(t))i + b(z(t),y(t))].
La forma mas facil de lograr esto es eligiendo la parametrizacién de manera que

o' (t) = a(x(t),y(t)),
y'(t) = b(x(t),y(t)).

El sistema (7.9) se llama sistema caracteristico de (7.7).
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(t), y(t) son soluciones del sistema caracteristico (7.9) entonces la parametrizacién
i+ y(t)s se llama parametrizacion preferida de la caracteristica.

Six

w(t)i +

Si tenemos una parametrizacion preferida de una caracteristica, definimos
U(t) = u(x(t),y(t)),

es decir, U(t) denota los valores de la solucién u(z,y) a lo largo de la caracteristica. Al
derivar U(t) con respecto a t, usando la regla de la cadena, obtenemos:

U'(t) = ua((t), y(£))2'(t) + uy(x(2), y())y' (1)
= uy((t), y(t))az(t), y(t)) + uy (z(t), y()b(x(t), y(1))
que es la parte principal de la ecuacién diferencial. Si ahora definimos C(t) = c(z(t), y(t))
y F(t) = f(z(t),y(t)), U(t) debe satisfacer

U'(t) + C()U(t) = F(t),

que es una EDO lineal de primer orden. En otras palabras, los valores de u(z,y) sobre la
caracteristica satisfacen una EDO lineal de primer orden a lo largo de la caracteristica.
Venimos diciendo esto desde que comenzamos este capitulo, pero aqui queda mas claro
que nunca.

Resolvamos nuevamente el ejemplo anterior utilizando la parametrizacién preferida:

Ejemplo 7.15. Utilizando las parametrizaciones preferidas hallar la solucién general de
—yu; +ru, =0, u=u(z,y).

Hallamos ahora las parametrizaciones preferidas de las caracteristicas. Para ello plantea-
mos el sistema caracteristico correspondiente:

2(t) = —yt), ) =x(t),
que es como los estudiados en la Seccién 6.3. Para resolverlo derivamos la primera ecuacion
y reemplazamos y'(t) por z(t) obteniendo

2'(t) = —x(t),
con solucion general
x(t) = Cycost + Cysent, y(t) = —a'(t) = Cysent — Cy cost.

Observamos que z(t)?+y(t)? = C? 4+ C3, asi que las caracteristicas son circulos centrados
en el origen, y la misma familia de curvas se obtiene tomando Cy = 0 y () constante
arbitraria; pero con una férmula méas simple. Ahora, si u(z,y) es solucién de la ecuacién
planteada, U(t) = u(z(t),y(t)) debe satisfacer

U'(t) = uz’ + uyy’ = uy (—y) +uyx =0,

por lo que U(t) debe ser constante, o lo que es lo mismo, u(x, y) es constante sobre circulos
centrados en el origen. En consecuencia, la solucién general es:

u(a,y) = fa® +y*),  fell
Observacion 7.16. Es interesante notar que el problema anterior no tiene solucién
cuando imponemos la condicién lateral u(x,0) = 3z, z € R. Esto ocurre porque el eje
x corta cada caracteristica dos veces. Si impusiéramos u(z,0) = 3z, x > 0 entonces el
problema si tendria solucién, y dnica: u(z,y) = 3y/x? + y2.
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7.2.2. Soluciones en forma paramétrica

Es conveniente en algunas situaciones parametrizar las curvas caracteristicas en la
forma X (s,t)i + Y (s,t)j de manera que para s fijo y t variable tengamos una parame-
trizacién preferida de una caracteristica, y para t = 0 (y s variable) estemos en la curva
lateral.

Ejemplo 7.17. Consideremos el ejemplo de la seccién anterior, con condicion lateral
sobre el eje x positivo:

—yu; +ru, =0, u=u(z,vy), u(s,0) = s*, 5> 0.
En este caso, tomaremos las parametrizaciones:

X(s,t) = s cost
s>0, 0<1t<2m.
Y(s,t) = s sent
De manera que para cada sy > 0 fijo la curva X (sg,t)i+ Y (sg,t)j = s costi+sq sent j,
0 <t < 27 describe la circunferencia de radio xy centrada en el origen. Y para t = 0,
X(s,0)i+Y(s,0)5 = s cos0i+ s sen0j = si describe la curva lateral, que en este caso es
el eje x > 0.

Consideremos entonces, en general, la EDP

a(z,y)uy + b(x, y)u, + c(z,y)u = f(z,y), uw=u(z,y),

con condicién lateral
u(1(s),72(s)) = g(s), se€l,

para algtn intervalo I. Es decir, la condicién lateral estd dada sobre la curva 7 (s)i +
v2(s)j, s € 1. En el ejemplo anterior, v1(s) = s, 12(s) =0 e I = (0, 400).

curvas caracteristicas
t variable, s fijo

curva lateral Figura 7.5: La curva lateral s —

X(0,s), corresponde at =0y s
variable. Las curvas caracteristi-
cas t — X (t,s) son las que se ob-
tienen dejando variar ¢ y mante-
niendo s fijo.

t=0;
s variable

Buscamos entonces una familia de parametrizaciones preferidas X (s,t)i + Y'(s,t)j de
las curvas caracteristicas, de manera que para ¢t = 0 estemos sobre la curva lateral (ver
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Figura 7.5). Luego, se debe cumplir que

%_f(g,t) = a(X(t,s),Y(t,s)), X(s,0) =ml(s),
%(S,t) —b(X(L,s),Y(t,s)),  Y(s0)=a(s).

Definimos

U(s,t) = u(X(s,t),Y(s,t))
y vemos que

2U(S, t) = ul (X (s,1),Y (s, t))aX

oY
ot E(Sﬂf) + uy<X(3,t>,Y(3,t))W(S7t)

0 mas brevemente
Ut = UxXt + Uth.

Utilizando que las parametrizaciones son preferidas, tenemos que U, es la parte principal
de la EDP. M4s precisamente, si u(z,y) es solucién de la EDP, U(s,t) debe satisfacer

U, + c(X(s,8), Y (s,))U = f(X(s,1), Y (s,1)).

Si'deﬁnimos C(s,t) = c(X(s,1),Y(s,t)) y F(s,t) = f(X(s,t),Y(s,t)), U(s,t) debe cum-
plir
Ui(s,t) + C(s,t)U(s,t) = F(s,t), U(s,0) = g(s), sel.

Esta iltima ecuacion es entonces una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de primer orden, una para cada s € I, que sabemos resolver. Veamos un ejemplo concreto:

Ejemplo 7.18. Hallar la solucién en forma paramétrica de
(y+x)uy + (y —2)uy —u =0, u=u(z,y), u(cos(s),sen(s)) =1, 0<s< 2.

Planteamos la ecuacion de las parametrizaciones preferidas:

IS
—~
»
~
I
~
—~
\.@F
»
~—
_|_
)~<
—_—
\_PF
V)
o
~
»
(e
I
(@]
]
n
VA

Resolvemos como en la Seccién 6.3:

Xtt:Xt—f_}/;f :Xt+ Y —X:Xt+Xt—X—X:2Xt—2X,
Xi—X
Y-X t—

por lo que
Xtt — 2Xt + 2X — 0

Proponiendo X = e obtenemos 72 — 2r +2 = 0 que tiene soluciones complejas r = 1 +1.
La solucién es entonces X (s,t) = C(s)e’ cos(t) + Cy(s)e’ sent; notar que las constantes
pueden depender de la variable s. Las curvas caracteristicas estan entonces dadas por:

X(s,t) = €"(Ci(s) cost + Co(s) sent)
Y(s,t) =e'(— Ci(s)sent + Cao(s) cost)
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Imponiendo las condiciones iniciales X (s,0) = cos s, Y (s,0) = sen s tenemos que C4(s) =
cos sy Cy(s) = sen(s), por lo que

X(s,t) =€'(coss cost +sens sent) = e’ cos(s — t)

Y(s,t) = ¢'(—coss sent +sens cost) = e sen(s — t)
Definiendo U(s,t) = u(X(s,t),Y (s,t)), con u(z,y) la solucién buscada,
Uy=uXi+u)Y, =u,(X+Y)+u,(Y —X)=u=U,
es decir, U, — U = 0. Resolviendo y usando la condicion lateral
U(s,t) =C(s)e!, U(s,0)=1 = U(s,t) = €.

La solucion paramétrica estd entonces dada por

Y (s, t) = e'sen(s — t), teR, 0<s<2m. (7.10)

Asi es como queda expresada la solucién paramétrica.

A veces, muy pocas veces, puede deducirse la férmula de u(x,y) en base a la formu-
lacién paramétrica. En el ejemplo anterior por ejemplo, es facil ver que

et =U(s,t) = V/X(s5,1)2 + Y (s,1)2

y entonces u(x,y) = v/ x2 + 3.

Pero en general no es tan facil hallar la formula de u(z, y) aunque la forma paramétri-
ca (7.10) es igualmente util. Veamos otro ejemplo con la misma ecuacién, pero diferente
condicion lateral, dada sobre la misma curva lateral.

Ejemplo 7.19. Hallar la solucion de
(y+x)uy+(y—2)uy—u =0, u=u(x,vy), u(cos(s),sen(s)) = cos(2s), 0<s < 2.

Las parametrizaciones preferidas son las mismas, y U(¢, s) = C(s)e?, pero ahora la condi-
cién lateral nos dice que U(0, s) = cos(2s), asi que C(s) = cos(2s) y la solucién en forma
paramétrica es:
X (s,t) = e’ cos(s — 1),
Y (s, t) = e'sen(s — t), teR, 0<s<2m. (7.11)
Ul(s,t) = cos(2s)e’,
Ya no es tan facil despejar v en términos de x e y, pero si es facil por ejemplo, graficar
la solucién usando un software como MATLAB u OCTAVE; ver Figura 7.6.
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% lineas para graficar la solucion
% en forma parametrica

% correspondiente al Ejemplo 7.18

% x = e"t cos(s-t)
e"t sen(s-t)
%u=¢et

==
<
]

s = [0:0.1:2%pi];
t = [-1:0.05:1];
[s, t] = meshgrid(s, t);

x = exp(t) .* cos(s-t);
y = exp(t) .* sin(s-t);
u = exp(t);

mesh(x,y,u)

% lineas para graficar la solucion
% en forma parametrica

% correspondiente al Ejemplo 7.19

% x = e”t cos(s-t)
e"t sen(s-t)
sen(2s) et

=
e <
o

s = [0:0.1:2%pi];
t = [-1:0.05:1];
[s, t] = meshgrid(s, t);

x = exp(t) .* cos(s-t);
y = exp(t) .* sin(s-t);

u = cos(2xs) .* exp(t);

mesh(x,y,u)

Figura 7.6: Cémo graficar en MATLAB/OCTAVE soluciones dadas en forma paramétrica.
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Figura 7.7: Curvas caracteristicas y curvas laterales de los problemas (7.12) y (7.13). En
el problema 7.12 la curva lateral determina la solucién en el primer y el tercer cuadrante
(izquierda), mientras que en el problema 7.13 la curva lateral determina la solucién en el
primer y el segundo cuadrante (derecha).

7.2.3. Consideraciones globales

Cuando los valores de u se prescriben sobre una curva regular que intersecta cada
caracteristica una sola vez de manera transversal, entonces tenemos una manera de en-
contrar la solucién u en todo el plano. Sin embargo, como veremos en el siguiente ejemplo,
puede ocurrir que no existe una curva que corte a todas las caracteristicas. En tales ca-
sos, no serd posible hallar la solucion en todo el plano, sino en algunas regiones, a menos
que impongamos condiciones laterales sobre mas de una curva. Esto no es en general
un problema, dado que en muchas ocasiones la region de interés sera la cubierta por las
caracteristicas que cortan a la curva lateral indicada. Veamos un ejemplo.

Consideremos el problema

TUy —Yuy +yu =0, u=u(z,y), u(z,x) = 1. (7.12)
y el problema

TUy —yuy +yu =0, u=u(x,y), u(z,2 + 2%/10) = €. (7.13)

d

Para ambos problemas, las caracteristicas son las curvas que cumplen d_y _—

x x
1d 1

6 _d_y = ——. Integrando obtenemos In|y| = —In|z| + C, o In|y| + In|z| = C, que es
ydx x
equivalente a

xy = const.

Las curvas caracteristicas son entonces las hipérbolas que se ven en la Figura 7.7. Al
intentar resolver cada uno de los problemas planteados vemos que la condicién lateral no
podra determinar la solucién en todo el plano xy sino solamente en un par de cuadrantes;
ver Figura 7.7.

Observaciéon 7.20. Es importante notar que esta particularidad de que ocurra que
una curva no pueda cortar a todas las caracteristicas, s6lo puede suceder cuando los
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coeficientes a(z,y) y b(x,y) son variables. Cuando los coeficientes son constantes las
caracteristicas son todas rectas paralelas entre si.

7.3. EDPs de primer orden en mas variables

El método de las caracteristicas también se aplica al caso de EDP lineales de primer
orden en mas dimensiones. Por ejemplo, en dimensién 3, la EDP lineal de primer orden
es

a(z,y, 2)u, + b(z,y, 2)uy, + c(z,y, 2)u, + d(x,y, 2)u = f(z,y, 2), u=u(z,y,2),

para funciones dadas a, b, ¢, d y f. Las curvas caracteristicas z(¢)i + y(t)j + z(t)k para-
metrizadas de la manera preferida son las soluciones del sistema

dx dy dz

dt dt dt

En la practica es usualmente mas conveniente tratar a  como un parametro en lugar
de ¢, en cuyo caso el sistema anterior se transforma en un sistema de dos ecuaciones (si
suponemos que a(zx,y, z) # 0)
dy _ b(z,y(z),2(x)) dz _ c(z,y(x), 2(x))

de — alz,y(z),=(2))"  dr  a(z,y(o),

I
—

&
~—

para las incégnitas y = y(x) y z = z(z).
Veamos un ejemplo con coeficientes constantes.

Ejemplo 7.21. Hallar la solucion general de
2uy + 3uy + Su, —u =0, u=u(z,y,z). (7.14)

Las curvas caracteristicas se encuentran resolviendo el sistema
dy 3 dz 5
de 2" dx 2
Obtenemos y = %x+a, z = gx+ﬁ con «, 3 constantes arbitrarias. Las caracteristicas son

entonces las lineas dadas por la interseccién de dos planos de la forma 2y — 3x = const;
y 2z — b5z = consty. Hacemos entonces el siguiente cambio de variables:

 —g+2z
T =2y—3x = 5
y=2z—5z — _ 9T — 3y +62
. v 10
Z=2z

2=z

Ty + Uy Yy + Uz Zy
Uy = Uz (—3) + a5 (=5) +uz0 Uy = Uz 2+ Uy 0+ uz0
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Por lo tanto 2u, + 3u, + 5u, = 5uz. Asi, la ecuacién (7.14) se transforma en 5u; —u = 0,

que tiene solucion
u(z,9,2) = CO(z,5) ¢*°.

Reemplazando Z, iy y Z por sus equivalentes en términos de x, y y 2z obtenemos la solucién
general

u(z,y,z) = C(2y — 3x,22 — bx) &*/°.

La funcién de dos variables C(z,7) se determina imponiendo una condicién lateral
sobre una superficie que debe cortar a cada recta caracteristica de manera transversal
una sola vez.

Ejemplo 7.22. Hallar la solucion de
2u, +3uy +5u, —u =0, u=u(z,y,z2), u(z,y,0) = r’seny, z €R,ycR.

Ya sabemos que la solucién general es u(z,y, z) = C(2y — 3z, 2z — 5x)e*/®. Debemos im-
poner la condicién lateral u(x,y,0) = 2° sen y para determinar la funcién C. La condicién
lateral implica

C(2y — 3z, —5x) = x* sen y.

Tomemos r = 2y — 3z y s = —5z, entonces v = —£, y =

Clr,s) = (§>2sen (%(r _ 25)) _ (g)QSen (g - %s) |

La solucién deseada es entonces

22 — 52\ 2y —3z 3 .
u(x,y,z):( 25 x) sen( y2 x——(22—5x)> es
2 ? 3\ :
=|(-z—x) sen|y— —z)es.

5 75

7.4. Ejercicios

N[ —=

(r —2s), y entonces

7.1. Encontrar la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones lineales de
primer orden con coeficientes constantes:

(a) 2uy, —3u,==x (b) uy+u, —u=0.
7.2. Consideremos la ecuacién diferencial siguiente: Uy —uy+u = 0, u=u(z,y).

(a) Hallar la solucién general, y decir cuéles son las curvas caracteristicas.
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En cada uno de los siguientes casos hallar (si es posible) una solucién de la ecuacién
resuelta en (a) que cumpla la condicién lateral indicada. Si no hay, indicar por qué. Si
hay mas de una, indicar tres soluciones diferentes.

—r+5

5
7.3. {Qué forma debe tener la funcién g(x) para que el siguiente problema tenga solucién?

{um—l—?)uy—u:l (z,y) € R?

(b) u(—bz,z) = 3e”, (c) u(x, ) =xz(l —x), (d) u(z,x) = 2°.

u(z,3z) =g(x) zeR
Si g cumple tal condicion. ;Tiene el problema solucién tnica?

* 7.4. Dar un ejemplo de ecuacién lineal de primer orden con coeficientes constantes (en
R?), y condicién lateral dada sobre una curva lateral que corte todas las caracteristicas,
pero que no tenga solucion. Explicar por qué no tiene solucion.

7.5. Encontrar la solucion general, en los dominios indicados, de cada una de las siguientes
ecuaciones lineales de primer orden con coeficientes variables:

(a) zuy +2yu, =0,2>0,y>0.
(b) yu, —4dzu, =2zy, (z,y) € R%

7.6. Encontrar la forma paramétrica de la solucién de cada uno de los siguientes proble-
mas:

(a) Tuy +2yu, =0, x>0, y>0 (b) yu, —4zu, =2zy, (r,y) €R?
a
u(s,e”®) =sens, s> 0. u(s,s?) =1, seR

Graficar (usando MATLAB) en una parte del dominio para ver cémo lucen las soluciones.
7.7. Resolver el problema

Uy + Uy +u, = u, u=u(z,vy,2), u(z,y,0) = 2 + 2.
7.8. Hallar la solucién general de la EDP w, —u, +u =2, u=u(x,v,z2).

(a) Hallar la solucién que cumple con la condicién lateral u(0,y, z) = y?e”.
(b) Mostrar que no hay ninguna solucién que satisfaga u(x,y,x +y) = 0.
(c) Hallar tres soluciones que satisfagan u(x,y,x +y) = x 4+ y + ev.

(d) Explicar lo ocurrido en (b) y (c) relacionando las rectas caracteristicas de la EDP
con el plano z = z + y donde se dan las condiciones laterales.

(e) (Qué relacién existe entre el plano z = 0 donde se da la condicién lateral del item
(a) y las rectas caracteristicas?

Bibliografia complementaria

[Bleecker-Csordas 1996] Bleecker, D., Csordas, G., Basic Partial Differential Equations,
International Press, Cambridge, Massachusetts, 1996.
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Capitulo 8

La ecuacion de difusion
unidimensional

Vimos en la Seccién 5.3 que la ecuacién de difusion unidimensional cuando los coefi-
cientes son constantes resulta

Uy — kg = f, u=u(z,t), (8.1)

donde f(z,t) denota un término fuente.

En este capitulo buscaremos soluciones de esta ecuacion con diferentes condiciones
iniciales, y diferentes condiciones de borde. En las primeras secciones consideraremos
f =0y en la ultima secciéon veremos cémo tratar el término fuente f # 0 a través del
principio de Duhamel.

8.1. Solucion fundamental de la ecuacion de difusion

Comenzamos estudiando la ecuacion de difusién cuando el dominio de la variable x
es toda la recta real. Una solucién muy importante de la ecuacion de difusiéon homogénea
estd dada por la férmula

1 22
e 4kt reR, t>0. 8.2
VAarkt (8:2)
En efecto, es facil verificar que &, = k®,, para todo = € R, ¢ > 0. Luego ®(z,t) es

solucién de (8.1) cuando f = 0.
Analicemos brevemente las propiedades de esta solucion.

O(x,t) =

» Para cada ty > 0 fijo, la funcién ®(x,t5) es una Gaussiana en la variable x. Su
grafica es mas aplanada cuando ty es mas grande, y estd mas concentrada en el
origen cuando t estd més cerca de cero; ver Figura 8.1 (izquierda).

» $(z,1t) no estd definida para t = 0, pero vemos que ®(x,t) se aproxima a la Delta
de Dirac cuando t — 07,

. / ®(x,t) de = 1, para cualquier ¢ > 0.

o0
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= Definimos ahora, para una funcién g : R — R dada, la funcion

u(z,t) = /OO g(y)®(x — y,t) dy, reR, t>0. (8.3)

—00

Si g es continua y acotada, entonces se puede ver que las derivadas con respecto a
x y at se pueden meter dentro de la integral y

w (o, 1) = / " )l — y.t) dy,

o0

Uy (T,1) = /OO 9(Y)Pur (v — y,t) dy,

o0

() = / 9(y) ®u(z — y,1) dy.
- kg (2,t)

Entonces u; = ku,,, vy u también es solucion de la ecuacion de difusion homogénea.

Ya vemos que u(x,t) no estd definida para ¢ = 0, y entonces nos preguntamos
qué ocurre con lim; o+ u(z,t). Veamos:

o0

u(z,t) = /OO 9(y)(x —y,t)dy = / g(r —y)®(y,t) dy

o0 —0o0

1 o0 2
kat/ g(z —y)e = dy

Pero el limite de esta dltima férmula es g(z) cuando ¢ — 01 por lo visto en la
Seccién 1.6 (ver también ejercicio 1.4).

Por lo tanto, si extendemos la definicién de u(z,t) axz € R, 0 < t < oo de la
siguiente manera:

/ 9W)®(x —y,t)dy, sit>0,
w(z,t) =< Jowo

g(ﬂ?), Si t= 0,
obtenemos una solucién del problema

ut:kuxx; ZL’ER, t>0
u(z,0) = g(z), reR (t=0).

La soluciéon dada por esta féormula para el dato inicial

g(m):{L si—1<z<1 5.4)

0, en c.o.c.

puede visualizarse en la Figura 8.1 (derecha).

Como las soluciones del problema de difusion homogéneo se pueden obtener haciendo
convolucién del dato inicial con ®(z,t) de la férmula (8.2), esta funcién ®(x,t) se
denomina solucion fundamental de la ecuacién de difusion en 1d.

101



25 : :
—t=1/4 —t=0
~t=t ol 7NN —t=1/4]

2r —t=4 | [/ \ —t=1
—1t=16 “;“/" J— \\‘\\ —t=4
0.8f I R\ =16
I/ A\
1.5¢ / \\
0.67 “\/“ \‘\
/
1,
0.4t
0.5 0.2
o o - // / \
0 ~"””//:/;/’/ - L - / ~ .
-3 -2 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 8.1: Gréfico de la solucién fundamental de la ecuacién de difusién vy = kg, v € R,
t > 0 para k = 1/16 y distintos valores de ¢ (izquierda). Solucién dada por la convolucién
con la soluciéon fundamental del problema con dato inicial u = g, € R, ¢ = 0, con g

de (8.4)

8.2. Solucién con CB Dirichlet homogéneas
Consideramos el siguiente problema
ou 0%u
EDP: — =k— L
5 k(%:?’ O<zx< L, t>0,
0,t) =0
CB: u(0,4) =0, t>0, (8.5)
u(L,t) =0,
CIL u(z,0) = f(x), O0<z<L.

Estamos interesados en poder predecir cémo cambia la propiedad intensiva u(x,t)
(temperatura o densidad de masa de un compuesto), representada en el dato inicial f(x),
a medida que transcurre el tiempo.

El método de separacion de variables, consiste esencialmente en buscar soluciones
del problema que tengan forma de producto

U(I7t> = gb(:(])G(t), (86)
donde ¢(x) es funcién sélo de la variable x y G(t) es funcién sélo de la variable ¢. La
funcién u(z,t), que es la candidata a solucién, dada en (8.6) debe satisfacer la ecuacién
en derivadas parciales lineal homogénea EDP y las condiciones de borde CB de (8.5). Por
el momento ignoraremos la condicién inicial, pues veremos que en general la solucién
producto (8.6) no satisface la condicién inicial. Mas adelante veremos qué se debe hacer

para encontrar una solucién que la satisfaga. En principio:

Buscamos todas las soluciones posibles que sean producto de una funcién de x y una
de t y que satisfagan la ecuacién diferencial y las condiciones de borde homogéneas.
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Es claro que la funcién u = 0 es solucion de la ecuacién diferencial y satisface las con-
diciones de borde. Esta solucién se conoce como solucion trivial, y esta siempre presente.
Tengamos pues en mente que estamos buscando soluciones producto no-triviales.

Seamos francos desde el comienzo, no existe ninguna razén clara por la que elegimos
la forma (8.6). Daniel Bernoulli inventé esta técnica en los 1700s, y funciona, como ya
veremos.

Supongamos entonces que u(x,t) = ¢(x)G(t) ya es una solucién de la ecuacién dife-
rencial que también satisface las condiciones de borde. Veamos qué deben satisfacer ¢ y
G para que esto sea posible. Observemos que usando la forma (8.6) se tiene que

ou dG(t) 0%u d*¢(x)

—(l‘,t) = ¢($) dt 972 (C(],t) = dz2

o G(t).

En consecuencia la ecuacién de difusion (8.5) implica que

1) _, Eola)
dt  da?

¢() G(t). (8.7)

Ahora nos damos cuenta de que podemos “separar variables” dividiendo ambos miembros

de (8.7) por el producto ¢(x)G(t):

Gt) dt — “é(x) da?

L dG) _ 1 ()

Se ve que las variables han sido “separadas” en el sentido que el lado izquierdo es sélo
funciéon de la variable ¢ y el lado derecho es sélo funciéon de la variable x. Podemos
continuar trabajando con esta expresion, pero es conveniente dividir también por k, y
luego

1 dG 1d?
146 1 (8.8)
G di & dz?
S~—— ——
funcién de t funcién de z

., Cémo es posible que una funcién solamente dependiente de ¢ sea igual a una funcién que

depende solamente de x? La tnica posibilidad es que ambas expresiones sean constantes

e independientes tanto de x como de t. Y por la igualdad deben ser iguales a la misma

constante: ,
L1d6 _1do (8.9)
kG dt ¢ dx?

donde A es una constante arbitraria conocida como constante de separacion. En un
momento explicaremos la aparicién del misterioso signo menos, que fue introducido sélo
por conveniencia.

La ecuacién (8.9) equivale a dos ecuaciones diferenciales ordinarias, una para G(t) y
otra para ¢(x):

d*¢
T3 =\ (8.10)
dG
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Tenemos ahora tres incégnitas: ¢, G, y A. Para hallar las soluciones producto (8.6)
debemos resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que acabamos de deducir, y
ver para qué constantes A estas soluciones no dan la solucion trivial.

Repetimos que A es constante, y es la misma en ambas ecuaciones (8.10) y (8.9). Las
soluciones producto también deben satisfacer las dos condiciones de borde. Por ejemplo,
u(0,t) = 0 implica que ¢(0)G(t) = 0. Hay aqui dos posibilidades. O bien G(t) = 0, o
»(0) = 0. Si G(t) = 0, entonces u = 0 y obtuvimos la solucién trivial. Como estamos
buscando soluciones no-triviales, descartamos este caso y suponemos G(t) #Z 0. Si G(t) #
0, es necesario que

$(0) = 0. (8.12)

Del mismo modo, observando la condicién de borde u(L,t) = 0, obtenemos que
o(L) =0. (8.13)

Los factores ¢ y G intervinientes en las soluciones producto, ademés de satisfacer dos
ecuaciones diferenciales ordinarias (8.10) y (8.11), deben satisfacer las condiciones de
borde (8.12) y (8.13).

Conclusién: para encontrar las soluciones de variables separables u(z,t) =
¢(z)G(t), debemos encontrar las ternas (¢, G, \) para las cuales se satisfagan las
siguientes ecuaciones simultaneamente:

d*¢ B B B
Ta = 0(0)=0, ¢(L)=0,
dG

8.2.1. Ecuacién dependiente del tiempo

La ventaja del método de separacion de variables es que transforma una ecuacién en
derivadas parciales, que no sabemos resolver, en dos ecuaciones diferenciales ordinarias.
Las condiciones de borde imponen dos condiciones en la ecuacién diferencial ordinaria
que depende de z. La ecuacién que depende del tiempo (8.11) no tiene (ain) ninguna

dG

condicion. Sélo ’r = — k(. Resolvamosla antes de resolver la otra. Esta ecuacién es

una ecuacién de primer orden con coeficientes constantes, cuya solucion general es
G(t) = ce™™. (8.14)

Recordemos que A es la constante de separacién, que por el momento pareciera que puede
tomar cualquier valor. Veremos a continuacion que A sélo puede tomar ciertos valores.
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8.2.2. Problema a valores en el borde

La parte dependiente de la variable espacial x de la solucién producto, ¢(z), satisface
una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) con dos condiciones de borde homogéneas:

$(0) = 0 (8.15)
(L) = 0.

Llamamos a (8.15) problema a valores en el borde para ecuaciones diferenciales
ordinarias. En los cursos donde se ensena ecuaciones diferenciales ordinarias, sélo se
estudian problemas a valores iniciales. Por ejemplo (pensando en la segunda ley de

d*y
Newton), resolvemos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (m g F)

d
sujetas a dos condiciones iniciales (y(0) y d—?(O) dadas) ambas en el mismo instante de

tiempo (t = 0). Pero (8.15) es muy diferente. Es un problema a valores en el borde, pues
las condiciones no se dan en el mismo lugar, sino en dos lugares diferentes, xt =0y x = L.
No hay ninguna teoria simple que garantice que la solucién existe o es Uinica para este tipo
de problemas. En particular, notamos que ¢(z) = 0 satisface la EDO y ambas condiciones
de borde homogéneas, sin importar el valor de A\, ain para A < 0. Esta solucién se conoce
con el nombre de solucién trivial del problema a valores de borde. Como u(zx,t) =
¢(x)G(t), corresponde a u(x,t) = 0, si las soluciones de (8.15) fueran tnicas, ¢(z) = 0
serfa la tnica solucién; y no podriamos obtener soluciones no-triviales de una EDP lineal
homogénea por el método de separacion de variables. Afortunadamente si existen otras
soluciones de (8.15), aunque no para cualquier valor de A sino sdlo para algunos. Veremos
a continuacién que hay ciertos valores de A, llamados autovalores de (8.15), para los
cuales existen soluciones no-triviales ¢(z). Una ¢(z) no-trivial, correspondiente a algin
valor de A se llama autofuncion correspondiente al autovalor .

Un numero A se llama autovalor de la ecuaciéon

¢
5= A 6(0)=0, 6(L)=0, (8.16)

si y sélo si existe una funcién ¢ # 0 que satisface (8.16). Dicha funcién ¢ se llama
autofuncién correspondiente a .

Tratemos de determinar los autovalores A y sus correspondientes autofunciones. En
otras palabras, jpara qué valores de A existe solucién no-trivial de (8.15)7 Resolva-
mos (8.15) directamente. La ecuacién es de segundo orden y homogénea con coeficientes
constantes: usualmente se obtienen dos soluciones independientes en forma de exponen-
ciales ¢(x) = €"*. Sustituyendo esta exponencial en la ecuacién diferencial obtenemos el
polinomio caracteristico r> = —\. Las soluciones correspondientes a las dos raices tienen
diferentes propiedades dependiendo del valor de \. Existen tres casos:

1. A > 0: las dos raices son puramente imaginarias y son los nimeros complejos r =

+iv\.
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2. A = 0: las dos raices son nulas r = 0.

3. A < 0: las dos raices son reales y opuestas r = v/ —A\.

Autovalores y autofunciones para A > 0. Consideremos primero el caso A > 0. El
problema a valores de frontera tiene entonces las soluciones exponenciales con exponentes
imaginarios etiV2 En este caso las soluciones son oscilantes, y si queremos soluciones
reales linealmente independientes, éstas son cos v Az v sen v Az. Entonces, la solucién
general de (8.15) en el caso A > 0 es

d(x) = ¢ cos VA 4 ¢ sen VAL, (8.17)
Si exigimos a la solucion general, que cumpla las condiciones de borde, obtenemos
0= ¢(0) = ¢ cos VAO + cosen VA0 = ¢;.

Luego ¢; =0y ¢(z) = cysen Vv Az. Para satisfacer la condicién de frontera en z = L, es
necesario que

0 = cysen VAL.

Si co = 0, obtenemos la solucién trivial ¢(x) = 0 que no nos interesa. Si ¢ # 0 entonces
tenemos que buscar todos los valores de A para los que

sen \/XL = 0.

En otras palabras, VAL debe ser un cero de la funcién seno, es decir un miltiplo entero de
7: VAL = nx. Como hemos supuesto A > 0, n toma los valores 1,2, . ... Los autovalores
A son entonces

2
A:(T) . n=1,23.... (8.18)
L
La autofuncion correspondiente al autovalor A = (%)2 es
d(x) = csen vV Az = ¢y sen ? (8.19)

donde ¢, es una constante arbitraria. A menudo elegimos una autofuncion seleccionando
un valor no-nulo para cs, por ejemplo co = 1. Debemos observar que cualquier autofuncion
puede ser multiplicada por una constante arbitraria y seguir siendo autofuncion del
mismo autovalor pues la ecuacion es lineal y homogénea.

Autovalores y autofunciones para A = 0. Ahora determinaremos si A = 0 es un
autovalor de (8.15). El caso A = 0 es especial, la solucién general en este caso es

o(z) = ¢ + con.

Para determinar si A = 0 es un autovalor, debemos aplicar las condiciones de borde a la
solucién general ¢. La condicién ¢(0) = 0 implica ¢; = 0y luego ¢(z) = cox. La condicién
¢(L) = 0 implica co L = 0. Como la longitud L es positiva, co = 0y por lo tanto ¢(z) = 0,
la solucién trivial. En este caso, decimos que A\ = 0 no es un autovalor. Debemos estar
atentos pues A = 0 no es un autovalor en este caso, pero si puede serlo en otros casos,
por ejemplo cuando consideremos CB de tipo Neumann (ver ejercicio 8.7).
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Autovalores y autofunciones para A < 0. ;Existen autovalores negativos? Si A < 0,

la solucion de )
o
dx?

no es dificil, pero debemos ser cuidadosos. Las raices del polinomio caracteristico son

r = £v—=M\, y por lo tanto las soluciones son eV=* y ¢=V=>7_ La solucién general es

B(z) = 16V 4 eV (8.20)

A menudo, se utilizan también las funciones hiperbdlicas en lugar de estas exponenciales.
Como repaso, las definiciones de las funciones hiperbdlicas son
e +e* e*—e’*

h = h = -
cosn z 5 senn z 5 s

simplemente combinaciones lineales de exponenciales. Notemos que senh 0 = 0y cosh 0 =
1 (andlogo a lo que ocurre con las funciones trigonométricas). También notemos que

— cosh z = senh 2 — senh z = cosh z,
dz dz

similarmente a lo que ocurre con las trigonométricas, pero mas faciles de recordar porque
no cambia el signo al derivar. Otras propiedades importantes son las siguientes:

= cosh z # 0 para todo z;

» senh z =0 sdlo si z = 0.

Como ambas funciones hiperbdlicas son sumas de exponenciales y son independientes,
la solucion general también se puede expresar como

o(z) = ¢y cosh vV —Az + cosenh vV — Az, (8.21)

una forma equivalente a (8.20). Aplicamos ahora las condiciones de borde a la solucién
general (8.21). La condicién ¢(0) = 0 implica ¢; = 0 y luego ¢(z) = cysenh/—Az.
La condicién ¢(L) = 0 implica cysenhy/—AL = 0. Pero senhz = 0 sélo para z = 0 y
entonces, como A # 0y L > 0, obtenemos ¢, = 0 quedandonos nuevamente la solucion
trivial. Por lo tanto no hay autovalores negativos para este problema.

Autofunciones - Resumen. Resumimos ahora lo que hemos concluido acerca de los
autovalores y autofunciones del problema

d*¢
bl A
dz? ¢
¢(0) =0
6(L) = 0.
Los autovalores A son todos positivos y dados por
2
A, = (”%)  on=1,2,3,...
y las correspondientes autofunciones son
nmwx
(bn(l') = Sen T
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8.2.3. Soluciones producto y el principio de superposicién

Juntando lo que hemos obtenido en las dos ultimas secciones, vemos que:

Si u(z,t) = ¢(x)G(t) satisface

ou 0%u

at 81'27 U( ) ) ? U( ) ) I
entonces

2
T) = cysen VvV Az, t) =ce ", y — (i , n=1223....
o(x) Vaz, - G(t) = e A= (7
Escrito de otra forma,
¢(x) = cosen _nZa:’ G(t) = ce BV M =123,

Por lo tanto, todas las soluciones producto de la ecuacién de difusién (8.5) que cumplen
las CB son )
u(z,t) :bsen?ef(nfﬂ) i n=123,...
donde b es una constante arbitraria. Es decir, para cada nimero real b y cada entero
positivo n, la expresion anterior es una solucion de la ecuacién de difusion con condiciones
de borde de tipo Dirichlet homogéneas.

Ejemplo 8.1. Las siguientes funciones son soluciones de la ecuacion de difusiéon con
condiciones de borde de u prescripta igual a cero:

3Tx _on?
Ul(l'y t) = sen Te L2 kt

T _x2
ug(z,t) = 4,5sen fefﬁkt.

Y como la ecuaciéon y las condiciones de borde que estamos considerando son lineales y
homogéneas, también

T _9n? g, L _ =%
ug(z,t) = sen —e 177 4 4. 5sen —e L2
L L

es una solucion.
., Qué condicién inicial satisfacen estas tres soluciones? Basta reemplazar ¢ por cero
para ver que

3
uy(z,0) = sen %
T
us(z,0) = 4,5sen T
uz(x,0) = sen %x +4,5sen F—Lx

No parece haber mucha libertad para elegir condiciones iniciales generales. Nos ocupare-
mos de este tema a continuacion.

108



Problema a valores iniciales. Supongamos como ejemplo que queremos resolver el
siguiente problema a valores iniciales:

ou 0*u
EDP: o = k‘@
CB: u(0,t) =0
u(L,t) =0
3mx

CI: 0) =4sen —.
u(z,0) sen —

La solucién producto u(z,t) = bsen me_(%)gkt satisface la condicién inicial u(z,0) =
bsen *7£. Por lo tanto, eligiendo n = 3 y b = 4, se satisface la condicién inicial, y luego
la Solucmn es ,
u(x,t) = 4sen 37T—g[:e_<37ﬂ) M
L
Se puede demostrar que este problema fisico tiene una unica solucién, por lo que no
importa el método utilizado para resolverlo. Siempre obtendriamos la misma.

Principio de superposicion. Las soluciones producto son soluciones muy particu-
lares, pues sélo sirven cuando la condicién inicial tiene la forma apropiada wu(z,0)
bsen *F*. Sin embargo, este tipo de soluciones es muy tutil también en muchas otras si-
tuamones. Consideremos la misma EDP con las mismas condiciones de borde pero con la
condicién inicial

3rx 8T

u(z,0) —4senT—|— 1 7senT

La solucién de este problema puede obtenerse sumando dos soluciones producto:

T 8 x\2
u(z,t) = 4sen %6_(%) + 1,7 sen T:Ee (%) ke,

Inmediatamente vemos que esta funcién resuelve la EDP, las CB y también la CI.

Superposicién (extendida). El principio de superposicién puede extenderse para
mostrar que si uj, Us,...,up son soluciones de un problema lineal homogéneo, enton-
ces cualquier combinacion lineal de ellas:

M
ClUu1 + CoUg + - -+ + Cpypupy = g CpUnp,

n=1

es también una solucién. Como sabemos del método de separacion de variables que la

., nm ot ., ., . ., ..
funcién sen "Fe” (") * o5 solucién de la ecuacién de difusién para todo entero n positivo,

entonces cualquier combinacién lineal de estas soluciones es también solucién de la misma
ecuacion de difusién con las mismas condiciones de borde homogéneas. Por lo tanto

M
nm 2
- an sen ?6_(T) ht (8.22)
n=1
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es solucién de la ecuacién de difusién (con condiciones de borde de tipo Dirichlet nulas)
para cualquier M y cualesquiera valores de b,,. Entonces hemos ahora extendido la familia
de soluciones. De soluciones producto, hemos pasado a combinaciones lineales de
soluciones producto. Si en (8.22) tomamos ¢t = 0 vemos que

M
u(z,0) = Z b, sen ?
n=1

Por lo que podemos resolver la ecuacion de difusion para cualquier condicién inicial de
la forma

M
u(z,0) = f(z) = z;b" sen ?

. Qué hacemos si tenemos que resolver la ecuacién de difusién con un dato inicial f(x)
que no es de esta forma? La teorfa de las series de Fourier (Capitulo 9) dice que:

1. Cualquier funcién f(z) (con algunas restricciones razonables) puede ser aproximada
(en algiin sentido) por combinaciones lineales de sen “7=.

2. La aproximacion tal vez no serd buena para M pequeno, pero mejora a medida que
M crece.

3. Mas aun, si consideramos el limite cuando M — oo, entonces la serie infinita converge

a f(x).

Afirmamos entonces que cualquier dato inicial f(x) se puede escribir como una com-

binacién lineal infinita de sen "%, conocida como serie de Fourier:

= nmwx
= by —_— 8.23
) = D basen ] (5.2
Lo que es mas importante es que la serie infinita correspondiente
NTL _(nx\2
1) = b, L () ket 8.24
u(z,t) E sen ——e (8.24)

es solucion de nuestra ecuacion de difusion.

Por lo tanto, si queremos resolver la ecuacién de difusién (8.5) para una funcién f
dada, hace falta calcular los coeficientes b, que hacen posible la igualdad (8.23). Dichos
coeficientes b,, se denominan coeficientes de Fourier de f.

El célculo de los coeficientes de Fourier en la serie se senos de f se basa en la siguiente
observacion:

. L nmx mmx 0 sin#m,
Para n, m enteros positivos sen — sen dv =<, |
0 L L b SI1 1 =1m.
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Observemos ahora que

L 00
/ f(z)sen m; L dx = /0 (; b, sen m;x) sen mgx dx
/ b sen @ sen mwx) dx
(O —t L

= Zb / senﬂ sen mzx dzx.

Haciendo uso de la observacion anterior vemos que todos los términos de esta serie son
nulos excepto uno, aquel para el que n = m. Por lo tanto

L

L

/ f(z sen T e = b / sen 202 gon T gy — bm?-
0

L L
De esta manera, hemos podido despejar b, de la férmula (8.23) obteniendo que

) L
= E/ f(z)sen mzmc dx, m=1,2,3,.... (8.25)
0

Ejemplo 8.2. Hallar la solucién de

Up = Ky, O<zxz<L, t>0,
uw(0,t) =0, wu(L,t) =0, t >0, (8.26)
u(z,0) =1, 0<z<L,

La solucion de este problema esta dada por

(nx) nmx
bpe~ () n—-,
Z 7
siempre que los coeficientes b, se elijan de modo que

1:ansen$, 0<x<L,
n=1

pues (8.26) es la ecuacién de difusién (8.5) con f(x) = 1.
Veamos entonces cuanto valen los coeficientes de Fourier de la funcién constante
f(z) = 1. Segin la férmula (8.25)

2 [F 2 (—cosmm) b 9 L
bn_Z/O Senﬂ;dl’_z%o_—zg [COS%—COSO]
2 2 |0 si n es par 0 sines par,
=——|[cosnm — 1] = —— . : =<, . :
nmw nmw | —2 sin esimpar — sin esimpar.
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Por lo tanto, la solucién de (8.26) es

() nmwx 0 sinespar,
E b,e \'L sen —, con b, =

L 4 sin es impar.
nm

Utilizando un programa como el MATLAB u OCTAVE, o cualquier otro podemos graficar
algunas curvas para entender un poco mejor.
Para graficar y ver un poco qué ocurre consideramos k =1y L = 1.

1.4
1.2r /, B -
1 8 N_A A A A AL

| /
. -

0.8 / \
| /9 / \
|/

04f |
0.2/

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.1 0.2 0. 0.4 0.5 0.6

Figura 8.2: Gréfico de f = 1 y su aproximacién por la suma de 1, 3 y 30 términos de
su serie de Fourier de senos (izquierda). Gréfico de la solucién aproximada wusg(z,t) en
z=0,125, x = 0,25, 0,375 y x = 0,5 para 0 < t < 0,6.

En la Figura 8.2 (izquierda) vemos la funcién f (constantemente 1) y la aproximacién
de f que se obtiene sumando 1, 3 y 30 términos de la serie de Fourier de f. Es decir,
graficamos

1

f(z) =1, fi(z) = an sennmr = by senx,

n=1

3
= E b, sennrzx, fao(z E b, sennmx.
n=1

La aproximacién es bastante mala porque las condiciones de borde implican que

hmu(O t)=0%# lim u(x,0)=1 y hmu(L t)=0%# lim wu(z,0)=1.

t—0t z—0t t— z—L~

Cuando esto ocurre suele decirse que las CI y las CB son incompatibles. Sin embargo, si
graficamos la solucién para diferentes valores de ¢, a partir de f3q, vemos que se observa
lo que se espera de la solucién con condicion inical constantemente igual a 1.

En la Figura 8.3 (izquierda) vemos el grafico de

ugo(x,t) g b,e ~(nm)? "sennmx,
n=1
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como funcién de x para t = 0,01,0,03,0,05,0,07,0,09 (también se grafica f(z) = 1 para
referencia, y no se grafica ugy(z,0)). Se ve que la evolucién es muy rapida en el intervalo
de tiempo [0,0,01] asi que graficamos u(x,t) para t = 0,002, 0,004, 0,006, 0,008, 0,01 en el
grafico de la derecha.

0.8

0.6

/ A\ “\
o4r | / \ |\

0.2 // \

00 012 014 0.‘6 0‘.8 1 0 0.‘2 014 016 018 1
Figura 8.3: Grafico de u(x,t) para 0 < x < 1y t = 0,01,0,03,0,05,0,07,0,09 (izquierda).
Gréfico de u(x,t) para 0 < x < 1y t = 0,002, 0,004, 0,006, 0,008,0,01 (derecha).

En los problemas se pide que usted haga lo mismo para diferentes funciones f y
problemas con otras condiciones de borde.

8.3. Solucién del problema de conduccién del calor
en un anillo circular

Hemos investigado un problema de difusién cuyas autofunciones son senos y en los
problemas se veran ejemplos cuyas autofunciones son cosenos. En esta seccién ilustrare-
mos un problema de difusion cuyas autofunciones son senos y cosenos.

r =0 Figura 8.4: Anillo circular de longitud
2L

Supongamos que un alambre delgado se curva para formar una circunferencia, como
en la Figura 8.4. Por cuestiones de conveniencia supongamos que el alambre tiene longitud

2L, es decir, L es la mitad de la longitud del alambre. Como la circunferencia tiene una
2L L

longitud de 27r, el radio es r = o = o Si el alambre es suficientemente delgado y
0 T
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estd térmicamente aislado, es razonable suponer que la temperatura es constante en cada
seccion transversal del alambre curvo. En esta situacion la temperatura del alambre debe
satisfacer una ecuacion del calor unidimensional, donde z representa la longitud de arco
a lo largo del alambre:
ou . u
ot ox?
Nuevamente suponemos que el alambre tiene propiedades térmicas constantes y no hay
fuentes de calor. Es conveniente para simplificar algunos cédlculos, suponer que la longitud
de arco z varfa de —L a L (en lugar de variar de 0 a 2L).
Supongamos que el alambre estd perfectamente conectado a si mismo en los extremos
(x = =L ax = L). Alli deberfan cumplirse las condiciones de contacto térmico perfecto:
La temperatura u(z,t) deberia ser continua

(8.27)

u(—L,t) = u(L,t). (8.28)

También el flujo de calor deberia ser continuo, y como la conductividad térmica es cons-
tante, esto implica que la derivada con respecto a x de la temperatura es continua:

ou ou
%(—L, t) = %(L,t). (8.29)

Las dos condiciones de borde para la ecuacion en derivadas parciales son entonces (8.28)
y (8.29). La condicién inicial es una funcién dada

u(z,0) = f(x). (8.30)

El problema matemético consiste luego en la EDP lineal homogénea (8.27), con condicio-
nes de borde lineales y homogéneas (8.28) y (8.29). Es por lo tanto plausible la utilizacién
del método de separacién de variables.
Proponemos una solucién producto u(z,t) = ¢(z)G(t). Luego obtenemos para ¢ y G
las ecuaciones diferenciales ordinarias
dG d*¢

Las condiciones de borde que nos interesan ahora implican que la funcion ¢ debe satisfacer

s-1)=60)y L=

encontrando todos los A para los que el problema a valores en el borde:
d*¢ d¢ _do

T =M, e(-L)=eL)  —(-L)= (L),

(L). La constante de separacion A se determina entonces

tiene solucién no-trivial. Las condiciones de borde con que nos encontramos se denominan
comunmente condiciones de borde peridédicas porque aunque el problema se piensa
definido en —L < x < L, se puede pensar que esta definido periddicamente para todo
x € R; la temperatura serd periédica (z = xy es el mismo punto fisico que x = x¢ + 2L,
y por lo tanto tendrd la misma temperatura). Si A > 0, la solucién general del problema
para ¢ es

¢(x) = ¢1 cos V Az + ¢z sen V.
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La condicién de borde ¢(—L) = ¢(L) implica que
¢1cos VA(=L) + ¢y sen VA(—L) = ¢; cos VAL + o sen VAL

Como el coseno es una funcién par, cos vVA(—L) = cos VAL, y como el seno es impar
sen vV A(—L) = —sen v/ AL. Se sigue entonces que ¢(—L) = ¢(L) se satisface cuando

€1 COS VAL — Cy sen VAL = €1 COS VAL + Cy sen VAL
y ésta igualdad es valida si y sélo si
cysen VAL = 0. (8.31)

Antes de resolver esta ecuacién, analicemos la segunda condicién de borde, que involucra
a la derivada,

%(x} =V (—01 sen VAz + ¢, cos \/Xx) :

d¢
Luego — (—L
uego ——(—L)

VA (—c1 sen VA(—L) + ¢, cos \/X(—L)> =V <—01 sen VAL + ¢, cos \/XL>

_d¢

=7 (L) se cumple si
T

Usando nuevamente las propiedades de las funciones trigonométricas (que el coseno es
do

T (L) siy sélo si

par y el seno impar) obtenemos que d_(_L)
x

eV Asen VAL = 0. (8.32)

Ahora veamos qué implican las ecuaciones (8.31) y (8.32). Si sen VAL # 0 entonces
por (8.31) ¢co = 0 y por (8.32) ¢; = 0, obteniendo la solucién trivial. Luego, para obtener
soluciones no-triviales debe cumplirse que

sen VAL = 0,

lo que determina los autovalores A. Nuevamente obtenemos que

nm\ 2

A= <T> =123,
Los autovalores obtenidos son los mismos que los de los casos anteriores (para eso he-
mos tomado el alambre de longitud 2L). Sin embargo, en este caso no hay restricciones
adicionales sobre ¢; ni 3. Ambas constantes pueden tomar cualquier valor. Decimos en

este caso que ambas funciones sen "T* y cos “I* son autofunciones correspondientes al
autovalor A = (nm/L)?,
nmx nmwx
¢(x)=cosT ,sen——, n=123....

En realidad, cualquier combinacién lineal de estas funciones (para el mismo n) es una
autofuncién del autovalor A = (nm/L)% Pero debe entenderse siempre que las dos son
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autofunciones independientes. En conclusion, tenemos dos familias infinitas de soluciones
producto de la ecuacién diferencial:
NTL _(nzx)? NmL _(nx)?
u(zx,t) = cos —e () e y u(z,t) = sen —e (L)kt, n=123,....
L L
Todas estas soluciones producto corresponden a A > 0.
Analicemos el caso A = 0: La solucién general es ¢(x) = ¢ + cox. La condicién

¢(—L) = ¢(L) implica que
¢ — L =ci + L,

lo que a su vez implicciza que czd: 0. Luego ¢(x) =1 y %(as) = 0, de modo que la segunda
condicién de borde d—¢(0) = d—gb(L) se cumple automaticamente. Vemos entonces que
x x

¢($) = (1,

cualquier constante, es una autofuncion correspondiente al autovalor A = 0. Las solucio-
nes producto también son constantes en este caso pues €’ = 1. Notemos que para A = 0
hay sélo una autofuncion linealmente independiente (todas las otras se obtienen mul-
tiplicdindola por una constante). En cambio para cada autovalor positivo A = (nw/L)?
hay dos autofunciones linealmente independientes, sen “7* y cos “7*. Nuevamente, no hay
ningin autovalor A < 0 (;por qué?).

Conclusion: Las soluciones producto para la conduccion del calor en un
alambre circular de longitud 2L son:

T (22 ik

ul(z,t) = a, cos I n=12,...,
NTL _(nx\2
ul (z,t) = b, sen ——¢ () ke n=12 ...,
L
uop(z,t) = a,
donde aq, aq, ..., by, by, ... son constantes arbitrarias.

Para lograr que se cumpla la condicién inicial es necesario aplicar el principio de
superposicion. La solucién més general que se obtiene por el método de separacion de
variables consiste de una combinacion lineal arbitraria de las soluciones producto:

us

u(x,t) = ag + Z ap, COS ?e_(%ﬂ) A Z b, sen n—zxe_(nf> Kt (8.33)
n=1 n=1

La constante ag es la soluciéon producto correspondiente a A = 0, mientras que dos
familias de coeficientes arbitrarios a, y b, son necesarios para las soluciones producto
correspondientes a A > 0. La condicién inicial u(x,0) = f(x) se satisface si

—a0+2ancos—+Zb senmm—Zancos—+Zb sen 7rx‘ (8.34)

Aqui la funcién f(x) es una combinacién lineal de senos y de cosenos. Otra diferencia
crucial es que (8.34) es vélida para —L < x < L, mientras que para las series de senos
del ejemplo de la Seccién 8.2 la igualdad era valida para 0 < x < L.
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Ahora queremos determinar los coeficientes ag, a,, b, (n > 1) a partir de (8.34).
Nuevamente, las autofunciones satisfacen las siguientes propiedades integrales (notar que
ahora son diferentes pues estamos considerando el intervalo [—L, L] que es simétrico
respecto al origen):

I 0 sin#m
nTr  mmx
/ COS —— CO8 dr =L sin=m=#0
- 2L sin=m=20

/L nmx mrz 0 sin#m (8.35)
€Tr =
L sin=m#0

L nmx mmx )
sen —— cos dr =0 (siempre),
_L L L
donde n y m son enteros no negativos arbitrarios. La autofuncién constante corresponde
an =006m = 0. La ultima de estas integrales es particularmente simple de derivar,
pues el seno es una funcién impar y el coseno es par, entonces el producto es una funcion
impar y la integral en un intervalo simétrico con respecto al origen es cero.

Los coeficientes se obtienen de forma similar a como se hizo antes. Si multiplica-
mos (8.34) por cos £ y/o por sen (hacemos las dos cuentas a la vez) y luego inte-

mwm

gramos de x = —L a r=1, obtenemos
mmx mnx
cos cos
L L nmwx L
/ f(zx) dx = Zan/ cos —— dx
L mmx mmx
sen sen
L L
mmx
cos —
nmx
+ by, / sen ——. dx.
Z mmnx
sen
L

Ahora utilizamos las propiedades integrales (8.35) y obtenemos

L L 5
/L f(x)cos m;m dr = ap, /L <COS m;mc) dx

L mnx L mma 2
/_Lf(x)sen 7 dxbm/_L<sen 7 ) dx

Despejando obtenemos
1 [
Y /_ . f(x)dx

S 2
1 /L mmx
=— f(x)cos d
L) ; (z) L
1/L mnx
= — f(x)sen dx
L) ; (z) L

donde las dos ultimas férmulas valen para m =1,2,3,....
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8.4. Unicidad y el principio del maximo
Si escribimos, en base a un problema de palabras, que

TH+y+z=23,
T +y =23,

podriamos decir que x = 1, y = 2, z = 0. Pero podemos observar también que hay
mas soluciones. Esto indica que el problema estd mal planteado, o faltan condiciones que
determinen una unica solucion.

En EDP no es tan obvio darse cuenta si hay infinitas soluciones, o tinica. La unicidad
de soluciones, ademas de decirnos que el problema estd bien planteado, nos permite
afirmar que si hemos hallado una férmula para una solucién (por ejemplo por el método
de separacién de variables), entonces esa formula representa la solucion.

En esta seccién veremos la unicidad de soluciones del problema de difusion en un
intervalo con condiciones de Dirichlet de dos maneras diferentes:

= Utilizando el método de energia.

= A través del principio del maximo.

8.4.1. Meétodo de energia

El siguiente teorema dice que la ecuacién de difusiéon con CB de tipo Dirichlet en
un intervalo acotado [0, L] tiene tnica solucién. Su demostracién se hard utilizando el
llamado método de energia.

Teorema 8.3. Consideremos el problema de difusion en un intervalo acotado con condi-
ctones de borde Dirichlet siguiente:

up — kug, = g(x,t), O<x<L, 0<t<T
uw(0,t) = a(t), wu(L,t)="0b(t) 0<t<T (8.36)
u(z,0) = f(z), O<z<lL,

donde g(x,t), f(x), a(t), b(t) son funciones dadas en [0, L] y en [0,T], respectivamente.
Si uy(z,t) y ug(z,t) son soluciones de (8.36), entonces ui(x,t) = us(x,t) para todo
0<z<L,t=0.

Demostracion. Sea v(x,t) = uy(z,t) — uz(z,t). La demostracion consiste en mostrar que
v(z,t) = 0, lo que implicard que ui(x,t) = uz(x,t). {Qué podemos deducir que cumple
v(x,t)? Claramente

vy = kUgg, O<zx<L, t>0
v(0,t) =0, wv(L,t)=0 t>0 (8.37)
v(x,0) =0, O0<z<L.

Aqui hay que tener cuidado con la légica. Es claro que si tomamos v = 0 obtenemos una
solucién de (8.37). Lo que queremos demostrar es que existe una tnica solucién de (8.37),
y es lav=0.
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Sea entonces v(x,t) una solucién de (8.37) y definamos

F(t):/OL [v(z, )] dz, >0

Esta funcién F(t) que depende sélo de t se llama energia de la solucion v(z,t) a tiempo
t. Veamos qué propiedades cumple F'(¢).

L L
. F(O)—/ [v(m,O)]2d9€—/ 0dz = 0.
0 0
» F(t) > 0 para todo t > 0.

» Observemos F'(t)

F(t) = % /0 [z, 1)]” dz

L g )
:/0 a[v(x,t)} dx

L L
= / 2u(x, t) vz, t)de = 2/ v(z,t) kvg.(z,t) de por (8.37)
0 0

L
:2k/ 20(x, t) vy (2, t) do
0

=L

=0

L
=2k [v(m,t) vz, t) —/ vz, t) ve (2, t) dx] int. por partes
0

2k {U(L, ) va (L, t) — v(0, t)v, (0, t)} —zle [0, (2, )] da .

J/

e

~
=0 por CB >0

J/

<0
Por lo tanto F'(t) < 0y F(t) es decreciente.

Poniendo todo junto

0<Ft)<F0)=0 =  F{t)=0, t>0.

L
Luego / [v(x,t)]de =0, t >0 lo que implica que v(z,t) =0,0<ax < L, t>0. ]
0

Observacién 8.4. El método del Teorema 8.3 puede usarse para todas las condiciones
de borde que hemos visto hasta ahora. Basta ver que siempre da menor o igual a cero el
término

{U(L,t) v (L, t) — v(O,t)vx(O,t)}

cuando v = u; — us es la resta entre dos soluciones con las mismas condiciones de borde.
Ver ejercicio 8.13
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Observaciéon 8.5. El método del Teorema 8.3 puede usarse para comparar dos soluciones
con diferentes condiciones iniciales. Si uy, us son soluciones de (8.36) con condicién inicial

L
fi1, f2, respectivamente, entonces definimos v 1= u; —ug y F(t) = / [v(x, t)]2 dx como
0

antes. Luego F'(t) <0y F(t) < F(0), es decir
A s (2, £) — ws(z, )] da = F(1)
§F®%=A [ua (2, 0) — us(x,0)] dz

:A[M@—ﬁ@f%.

En palabras, el error cuadratico medio entre uy (-, ¢) y us(+, t) es decreciente y nunca excede
el error cuadratico medio inicial.

Observacion 8.6. La observacion anterior nos dice que el error que se comete al apro-
ximar el dato inicial verdadero por uno medido, o por uno dado por una suma finita
de senos (por ejemplo) no crece cuando lo medimos como la integral de la diferencia al
cuadrado. Esto no nos dice que el maximo error no crezca, sino que en promedio no crece.
Un resultado mas preciso se presenta en la proxima seccion.

8.4.2. El principio del maximo y sus consecuencias

Teorema 8.7 (Principio del maximo). Sea u(x,t) una solucion del problema

Up — kUgy = 0, O<z<L, 0<t<T
uw(0,t) = a(t), wu(L,t)="0b(t) 0<t<T (8.38)
u(z,0) = f(x), O0<z<L,

con a(t), b(t) y f(x) funciones continuas dadas en [0,T] y [0, L], respectivamente, para
un tiempo final T > 0 dado. Definimos

f = max f(x) = mdzimo valor de w ent =0
0<z<L

a = méx a(t) = mdzimo valor de uw en x =0
0<t<T

b = maéx b(t) = mdzimo valor de u en x = L
0<t<T

M = méx{f,a,b} = mdzrimo valor de u en T.

AguiT ={0 <z < Lt =0}U{r=0,0<t <T}U{x=L,0 <t <T} eslo que se
denomina frontera parabdlica del problema (8.38) (ver Figura 8.5). Entonces

u(z,t) <M, O0<z<L, 0<t<T.

O lo que es lo mismo

max u(x,t) = max u(z,t), 0 max u = maxu.
0<z<L (x,t)er Qx[0,T] r
0<t<T
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I' = frontera parabdlica Q% (0,7

T Q x (0,7 ﬁ\

& &\

r OL// \ (0,L)

Figura 8.5: Gréfico de ', Q x [0, 7], 2 x (0,T], Q y Q.

Observacion 8.8. Desde el punto de vista fisico, si u denota temperatura, el principio
del maximo nos dice que, en ausencia de fuentes volumétricas de calor, la temperatura
en un punto x a tiempo t es siempre menor o igual a la maxima temperatura alcanzada
entre el tiempo inicial y el borde en el intervalo de tiempo considerado.

Postponemos la demostracion del Teorema 8.7 hasta la proxima secciéon y nos dedi-
camos ahora a ver algunas consecuencias que se desprenden del principio del maximo.

Corolario 8.9 (Principio del minimo). Sea u una solucion de (8.38) y definamos

= = mini lor d t=0
f= OglgLf() minimo valor de u en

a = min a(t) = minimo valor de u en x =0

b= min b(t) = minimo valor de u en x = L

m = min{ f,a, b} = minimo valor de u en I,

Entonces
u(z,t)>m, O0<z<L, 0<t<T.

O lo que es lo mismo

min u(z,t) = min u(zx,t), 0 min v = minu.
0<z<L (z,t)er Qx[0,T] r
0<t<T

Este corolario se demuestra aplicando el principio del maximo a —u, observando que
méax(—u) = — minu, méx(—a) = —mina, etc.
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Ejemplo 8.10. Los principios del maximo y del minimo se pueden utilizar para deducir
cotas ajustadas de la solucion aun cuando la misma no pueda calcularse exactamente.
Por ejemplo, si u(z,t) es la solucién de

U = gy, O<z<3, t>0
uw(0,t) =0, u(3,t)=0 t>0
otz - 3)*
u(:v,O)—l—OO, 0<xz<3,

entonces u(z,t) es siempre un nimero entre 0 y el méximo del dato inicial. Observemos

. 4(p—3)4 T . .- s .

que el dato inicial = (foo I s simétrico en el intervalo 0, 3] y positivo, y que su méaximo se

alcanza en el punto medio del intervalo. Reemplazando = = 1,5 en la férmula obtenemos
8

que el maximo del dato inicial es 1’% ~ 0,25629. Por lo tanto, deducimos que

0<u(z,t)<025629, O<az<3, t>0.

Una consecuencia importante de los principios del maximo y del minimo es el siguiente
teorema.

Teorema 8.11 (Dependencia continua de las CI y las CB). Sean u' y u® soluciones de
los problemas

ul — kul, =0, O<az<L, 0<t<T
u'(0,t) = a'(t), u'(L,t) =b'(t) 0<t<T : i=1,2.
u'(z,0) = f'(z), O<z<L,

St para algun error € > 0 se cumple que

|fi(z) = fo(z)] <, 0<z<L
lar (t) — as(t)] <, 0<t<T
b1 (t) — ba(t)| <, 0<t<T
entonces
Jur(,t) — ug(w,t)| <, O<z<L, 0<t<T.

Demostracion. La demostracion consiste en aplicar los principios del maximo y minimo
av(z,t) =ul(z,t) — u*(z,t). La funcién v(z,t) asi definida es solucién de

vy — kvg, = 0, O<ax<L, 0<t<T
v(0,t) = a'(t) — a*(t), wv(L,t) =0b'(t) — b*(t) 0<t<T
v(x,0) = f1(z) — f(z), 0<z<L.

Por otro lado, las hipétesis sobre f%, a’, b* implican que

—e < min fi(z) — f*(z) < max fi(z) - fA(2) <e,

~ 0<a<L
. < z. 1 . 2 < 4 1 . 2 <
€< min a (t) — a*(t) <méxa (t) —a(t) <,
—e < min b'(¢t) — b*(t) < maxb'(t) — b3 (1) < e.
e < o%?:rb (t) —b°(t) <méxb (t) — b°(t) <e
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Por lo tanto, aplicando los principios del maximo y del minimo a v(z,t) obtenemos
—e <wv(x,t) =u'(z,t) —u*(x,t) <, O<z<T, 0<t<T.
O

Observacién 8.12. El dltimo teorema es muy importante, pues nos dice que si dispo-
nemos de datos iniciales y de borde aproximados (como los obtenidos por medicién),
entonces la solucion del problema estd igualmente aproximada a la solucion con los datos
exactos.

Observacion 8.13. Por otro lado, nos permite saber que las soluciones uy, calculadas
con una aproximacién fy del dato inicial f (por ejemplo la obtenida con una suma de N
de funciones trigonométricas), estan tan aproximadas a la solucién exacta u(x,t) como
fn lo esta de f.

8.4.3. Demostracion del principio del maximo

En esta seccién procedemos a demostrar el Teorema 8.7, conocido como Principio del
Madximo. Si bien el resultado es obvio si uno piensa en temperaturas y desde el punto de
vista fisico, es interesante ver qué propiedades de la fisica observables u obvias pueden
deducirse del modelo matematico.

Demostremos primero la siguiente proposicién, que nos da el principio del maximo en
un caso particular en el que hay una fuente constantemente negativa.

Proposicién 8.14. Sea v(x,t) una solucion del problema
vy — kvg, = —c, O<ax<L, 0<t<T (8.39)
con ¢ una constante positiva y un tiempo final T > 0 dado. Entonces

max  v(z,t) = mix v(x,t),
(z,t)eQ2x[0,T] (z,t)el

donde ' es la frontera parabdlica (ver Figura 8.5).

Demostracion. Sea M = méx v(x,t) y sea My = méx  ov(z,t). Es obvio que M <
(z,t)eT (z,£)€2x[0,T]

My porque I' € Q x [0,T]. Para probar el teorema debemos concluir que M, < M.
Supongamos entonces que My > M y veamos que esto no es posible.

Sea (z9,t0) el punto del dominio espacio temporal Q x [0,T] donde se alcanza el
maximo M. Como este maximo es mayor estricto que el maximo M que se alcanza sobre
[ resulta que (xo,t) ¢ I', es decir,

O<azo<L, vy 0<ty<T.

Observamos ahora que M, es también el maximo de v a lo largo de los segmentos (coor-
denados) H = {(x,t9) : 0 <ax < L} y V = {(x0,t) : 0 <t < T}; ver Figura 8.6.

Como el méximo sobre el segmento H se da en un punto interior (que no es extremo)
resulta que v,(xg,t0) = 0y vu(x0,t9) < 0. Por otro lado, como el maximo sobre el
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Figura 8.6: Si el maximo de v estd en (zg,%o) entonces v tiene un méximo en xy sobre el
segmento horizontal t = ty y un maximo en ty sobre el segmento vertical x = xy. Luego
vz (%0, t0) = 0, vzz(z0,t0) < 0y vi(wo,t0) > 0.

segmento V' se da en un t, que podria ser igual a T', sélo podemos decir que vy(xq, tg) > 0,
pero entonces
vi(z0, to) — kvga (20, t0) > 0,

lo cual contradice la hipdtesis de que v es solucién de (8.39). Esta contradiccién nos dice
que no es posible que My > M, y luego My, < M. Como ya sabiamos que M < M,
concluimos que M = M,. O

Demostracion del Teorema 8.7. Supongamos ahora que u(z,t) satisface las hipétesis del
Teorema 8.7. Para ¢ > 0 (arbitrario) definimos v(z,t) = u(x,t) — ct. Entonces v; =
kv, — c o, lo que es lo mismo

vz, t) — kvge(x,t) = —c.
Por la Proposicién 8.14, para cada (z,t) €  x (0,7
u(z,t) —ct =v(z,t) < mléxv < mlgixu,
porque v(z,t) = u(x,t) — ct < u(z,t). Tomando limite cuando ¢ — 07 a la izquierda de
la ultima expresion obtenemos que para cada (z,t) € Q x (0,7]
u(z,t) < mréxu.
[

El Teorema 8.7 se conoce también como Principio del maximo débil. Existe un prin-
cipio del maximo fuerte que enunciamos a continuacién, cuya demostracién queda fuera
del alcance de este curso (puede encontrarse en [Bleecker-Csordas 1996, Chapter 3].

Teorema 8.15 (Principio del méximo fuerte). Bajo las hipdtesis del Teorema 8.7, no
existe ningun (o, to) € Q x (0,T] tal que u(xg,ty) = M := méxru, a menos que u sea
constante en [0, L] x [0,to], y en ese caso f = a=b=u= M para 0 < x < Ly
0<t<t
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8.5. CB independientes del tiempo

Hasta ahora hemos resuelto problemas con condiciones de borde homogéneas, por
ejemplo u(0,t) =0, u(—L,t) —u(L,t) =0, u,(L,t) +u(L,t) =0, etc.; ver Secciones 8.2,
8.3 v ejercicios 8.5-8.11. En esta secciéon nos ocuparemos de condiciones de borde no-
homogéneas pero constantes en el tiempo.

La idea es hallar primero una solucién particular que cumpla la Ecuacién Diferencial
(ED) y las Condiciones de Borde (CB), ignorando la Condicién Inicial (CI). Luego
hallar una que cumpla la ED y las CB homogéneas correspondientes de manera que
sumada a la anterior cumpla todo: la ED, las CB y la CI.

Veamos directamente un ejemplo:

Ejemplo 8.16. Hallar la solucion de

Up — kgy = 0, O<ax<L, t>0
u(0,t) =a, wu(L,t) =0, t >0, (8.40)
u(z,0) = g(z), 0<z<lL,

con a y b dos constantes y g(z) una funcién dada. Descomponemos este problema de la
siguiente manera. Primero resolveremos el problema:

Upt — Kp zo = 0, O<xz<L, t>0,
up(0,t) =a, u,(L,t) =0, t>0,
upy(z,0) = lo que sea, 0<z<L.

Una vez resuelto, resolvemos este:

— kv =0, O<zxz<L, t>0,
v(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0,
0(z,0) = () — uy(2,0),  O<z<L
De esta manera, la funcién u(x,t) = uy(z,t) + v(x,t) serd solucién de (8.40). En efecto:

U — Kgy = (up +v), =k (up +v),,

= Upt + V¢ — Klpae — KUga O<z<L, t>0,
= Upt — KUp gy + Uy — kVzy = 0,
u(0,t) = u,(0,t) +v(0,t) =a+ 0 =a, t>0,
uw(L,t) =u,(L,t) +v(L,t) =b+0=0, t >0,
u(z,0) = upy(z,0) + v(z,0)
= up(2,0) + (9(x) — up(,0)) = g(x), 0<z<L.

Ahora nos resta resolver los dos (sub)problemas. Para hallar u, conviene intentar primero
buscar una solucion estacionaria, es decir una que satisfaga u,; = 0. Reemplazando wu,,
por 0 en la ED nos da u,, ., = 0, 0 sea que u, es lineal en x. Imponiendo las CB obtenemos

up(z,t) =

T+ a,
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que satisface la ED y las CB. Ahora debemos resolver

vy — kvg, =0, O<zx<L, t>0,
v(0,t) =0, wv(L,t)=0, t>0,
b—a
v(x,0) = g(x) — 17 r+al, O<z<L,
cuya solucién hemos encontrado en la Seccién 8.2, y estd dada por
vz, t) = Z b, sen e -() M
n=1

con

2 [ b—a nmx
_ 2 _ nmr —1.2... ..
b, L/o [g(x) ( 7 x—i-a)] sen — dr, n .2,

La soluciéon u(x,t) de (8.40) es entonces

b—a = NTL _(nx)2py
u(z,t) = 7 x+a+2bnsenT6 () :
n=1
con b, = %fOL [g(x) — (b’T“a: + a)} sen “Trdx, n = 1,2,.... Es importante notar que
los coeficientes b, no se calculan con respecto a la g(x) original, sino con respecto a la

condicién inicial que satisface v(x,t), que es el dato inicial original g(z) menos lo que vale
u, ent = 0.

Resolvamos un ejemplo més concreto

Ejemplo 8.17. Hallar la solucion de

Up — 2Ugzy = 0, O<zx <3, t>0,
1
u(x,O):2+Esen(gx)—:c, 0<z<3,

Buscamos una solucién estacionaria u, = u,(z) que cumpla las CB: u, = Cyx + Cy, con
up(0) =2y u,(3) = —1, es decir
up(x) =2 — .

Ahora buscamos una solucién v(z,t) del problema con CB homogéneas y dato inicial

1 1
2+ — sen(zx) —r—(2-2)=— sen(zx),

10 3 10 3
Vp — 2V = 0, O<zx<3, t>0,
v(0,t) =0, wv(3,t) =0, t>0,
1
v(x,0) = Esen(gx), 0<z<3.

Por lo visto en la Seccién 8.2 la solucion de este problema es

1 )2
v(x,t) = 1 sen(gx)e_(§) 2

126



y finalmente

_ 1 P
u(z,t) = uy(x, t) +v(a,t) =2 —x - Sen(gx)e_%t_
Observamos que

tlggo u(z,t) =2 — o = uy(x,t).

Veamos otro ejemplo, con condiciones de borde de diferente tipo en cada extremo:

Ejemplo 8.18. Hallar la solucion de

Up — 3Ugy = 0, O<zx<l1, t>0,
ug(0,t) =1, wu(l,t) =—1, t >0, (8.42)
, (3T 5 '
u(z,0) = = + cos < %)% 0<z<l1.

Buscamos, como antes, una solucién particular estacionaria u, = u,(x), que debe ser por
lo tanto lineal: u,(z) = C1x + C,. Para que satisfaga las CB debe ser 4 =0y Cy = —1,
es decir,

up(zr) = — 2.

Ahora buscamos una solucién v(x,t) del problema con CB homogéneas y dato inicial

T + cos® g—ﬂx —§—(x—2)*—1+cos2 3—7Tx *lcos 3—7Tx
4 2 2 47) 2 2°)°

donde hemos usado la identidad trigonométrica cos?*(«) = 1 + 3 cos(2a). Es decir, busca-
mos v(z,t) solucién de

Vp — 3Upe = 0, O<zx<l, t>0
v:(0,) =0, wv(1,t) =0, t>0,
1 3
U(I,O)zécos (gx), 0<z<3.
Por lo visto en el Problema 8.9 la solucién de este problema es
1 3 x\2
v(x,t) = 5008(;1’)6_(%) 3
y finalmente
1 3 2
u(x, t) = uy(x,t) +ov(z,t) =2 —2+ 3 cos(ga:)e_%t.

Observamos que

tli>r£10 u(z,t) = — 2 = uy(x,t).

El truco consiste entonces en hallar la solucion de estado estacionario que cumple las
condiciones de borde para wu, y luego el problema se transforma en uno de los conocidos
con CB homogéneas. Esto funciona bien con cualquier combinacién de CB constantes en
el tiempo, excepto cuando las dos condiciones son de tipo Neumann. Veamos un ejemplo
semi-abstracto que ilustra la situacién.
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Ejemplo 8.19. Hallar la solucion de

Up — kg = 0, O<z<L, t>0
uz(0,t) = a, wu,(L,t) =0, t >0, (8.43)
u(z,0) = g(z), O<z<L,

Buscamos, como antes, una solucién particular estacionaria u, = u,(x), que debe ser por
lo tanto lineal: u,(z) = Cix + Cy. Para que satisfaga las CB debe ser C; = a 'y C; = b.
Tal solucion estacionaria existe sélo cuando a = b, y en este caso se procede como en
los ejemplos anteriores. Si a # b tal solucién estacionaria no existe, y para entender por
qué, basta interpretar la ecuacién cuando modela una temperatura u(z,t) en una barra
unidimensional de longitud L. En este caso u,(0,t) = a indica que la cantidad de calor
que sale de la barra en x = 0 proporcional a a, y u,(L,t) = b indica que la cantidad de
calor que entra a la barra en x = L proporcional a b, y ademés en la ecuacién no figuran
términos fuente o sumidero. Por lo tanto, cuando a # b no podra existir un estado
estacionario, dado que la cantidad de calor que entra/sale de la barra no es nula. Este
analisis fisico nos hace pensar que la cantidad de calor en la barra tiene que aumentar
o disminuir linealmente con el tiempo, por eso proponemos una soluciéon particular de la
siguiente forma
up(x,t) = h(z) + ct.

Veamos si hallamos una solucién de esta forma que cumpla la ED y las CB:

La ED y las CB impuestas a u, implican una EDO con CB para h(zx):
h(z) = % O<az<L, KO =a, HW(L) =0

Intentemos resolverla:

c c
h”(l') = E — h(l‘) = %%2 + Cl.CC + CQ
W (z) = %95 + O
M0)=a = Ci=a = hz)= ix2+ax+02
B (z) = %x +a
h—
W()=b — “Lta=b =— c=-"k
k L
y nos quedo Cy con libertad de eleccion. Para simplificar elegimos Cy = 0 y nos queda
b—a , b—a
up(z,t) = 57 % +_a x+Tkt
\T/ Ch
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Luego nos falta hallar la solucién v(z,t) del problema correspondiente, con condicién
inicial g(x) — u,(z,0), que en este caso resulta

vy — kvge = 0, O<zxz<L, t>0
v:(0,t) =0, wv,(L,t) =0, t >0,

h—
v(x,O):g(:v)—[ 2Lax2+ax], 0<z<L.

La solucion de este problema estd dada por

> nm 2
v(x,t) =ap + Zan cos ?6_<T) M

n=1

1 [k b—a , 2 [t b—a , nmw
O e Y T
(8.44)

Finalmente, la solucién u(x,t) del problema (8.43) es u(x,t) = u,(z,t) + v(x,t), o sea

b—a , nmwT _(%)2“

b— o0
u(z,t) = 5L © +ax+Takt+ag+ZancosTe )
n=1

con a,, n=0,1,2,... dados por (8.44).

8.6. CB dependientes del tiempo

Ya hemos visto que el problema

Up — kge = 0, O<zxz< L, 0<t<T,
uw(0,t) = a(t), wu(L,t)=>0b(t), 0<t<T, (8.45)
u(z,0) = f(z), O<z<L,

tiene solucion unica, y también sabemos como resolverlo si a y b son constantes. Queremos
ver ahora como resolverlo si a(t) y b(t) no son constantes, sino que varian con t.
. . , b(t)—a(t
Podemos intentar algo similar a lo hecho antes, definiendo w(z, t) = 20=20 4 4 4(¢),

Esta funcién cumple las CB pero "
b'(t) —d'(t)
—
que no es cero a menos que a y b sean constantes. Igualmente podemos seguir con el
razonamiento, y buscar una funcion v que sumada a w sea la solucién u = v + w que
estamos buscando. Nos preguntamos: jqué debe cumplir dicha funcién v? La respuesta
es simple, dada la linealidad de la ecuacién, v(z,t) debe ser solucién de

Wy — kWyy = x+d(t),

( b'(t) —d(t
vt—kvm:—{%era'(t)], O<xz<L, 0<t<T,
¢ w(0,t) =0, wv(L,t)=0, 0<t<T,
b(0) —
v(x,0) = f(x) — {Mm%— a(O)] : 0<z<L,
\




Aparece entonces la necesidad de estudiar problemas con términos fuente no-nulos
como el siguiente:

up — kg, = h(z,t), O<ax<L, 0<t<T,
u(0,t) =0, wu(L,t) =0, 0<t<T,
u(z,0) = g(z), 0<z<L.

Este problema puede a su vez desdoblarse en dos (sub)problemas

(U1 — kg e = 0, O<z<L, 0<t<T,
w(0,8) =0, uy(L,t) =0, 0<t<T, (8.462)
\ uy(z,0) = g(z), 0<z<L,
(ug,t—kulmzh(x,t), O<az<L, 0<t<T,
us(0,8) =0, wus(L,t) =0, 0<t<T, (8.46D)
\ us(z,0) =0, 0<x<L.

Llegamos entonces a la siguiente proposiciéon:

Proposicién 8.20. La solucion de (8.45) estd dada por

u(z,t) = w(z, t) +uy(z, t) + ug(x, t),

b(t) —alt
con w(z,t) = %x + a(t), ui(z,t) y ua(x,t) soluciones de (8.46a) y (8.46b),
respectivamente, con

o) = 1) wia0) = )~ "0 D va)] - en (5400

b(t) — d'(t)

7 T+ a’(t)} en (8.460).

h(z,t) = — (wp — kwg,) = — [
La demostracion de esta proposicion es sencilla, y se deja como ejercicio.

8.7. El principio de Duhamel

Vimos en la seccién anterior la necesidad de resolver problemas con un término fuente
no nulo, de la forma

up — kg = h(z,t), O<ax<L, 0<t<T
u(0,t) =0, wu(L,t)=0 0<t<T (8.47)
u(z,0) =0, 0<z<L.

El objetivo de esta secciéon es presentar el Principio de Duhamel que provee una forma de
resolver este tipo de problemas resolviendo una familia de problemas sin término fuente,
pero con dato inicial no-homogéneo.
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Veamos una derivacién heuristica de la formula. Consideremos At pequeno, digamos

At = % con t* > 0 fijo y n grande, y la siguiente sucesion de instantes de tiempo:

to=0<t;=At<ty=20At<...<t,=nAt=t"<....
Como At es pequeno, podemos pensar que la difusién es despreciable en el primer intervalo
de tiempo, y luego )
u(x,ty) = / h(z,t)dt = At h(z,tq).
En el segundo intervalo de tiempo (en(icre t1 y t2) pensamos que hay difusién del calor que

ingres6 durante el primer intervalo, pero es despreciable la difusion del calor que ingresa
durante el segundo intervalo, asf:

to
u(z, ty) = vi(x,ts) +/ h(x,t) dt = vy (z,ty) + At h(zx, ta),

t1

con vy (x,t) solucién de la ecuacién de difusién

V14 — kU1 40 = 0, O<zxz<L, t>t,
Ul(o,t):(), Ul(L,t):O t >,
U1<I',t1) :Ath($7t1)7 O0<zxz<L, (t:tl)

En el tercer intervalo de tiempo (entre t, y t3) pensamos que hay difusién del calor que
ingres6 durante los dos primeros intervalos, pero es despreciable la difusion del calor que
ingresa durante el ultimo intervalo, asi:

t3
u(x, t3) = vi(x, t3) + va(x, t3) +/ h(z,t)dt = vy (x,t3) + va(x, t3) + At h(z,t3),

)

con vy(x,t) como antes y vq(z,t) solucion de la ecuacién de difusion

Vot — kvg 5o = 0, O<ax< L, t>ty
UQ(O,t) = 0, Ug(L,t) = O, t > to,
U2(1‘7t2) :Ath(l‘,tg), O<x<L, (t:tg)

Si continuamos con este razonamiento llegamos a que en t = t,, = t*,

u(z, t*) = v (x, t*) + ve(z, t*) + v3(x, t*) + - - + V1 (z, t") + At h(x, t,,), (8.48)
con v;(x,t), i =1,2...,n — 1 solucién de la ecuacién de difusién
Vit — kVjzp = 0, O<zxz< L, t>t,,
UZ(O,t) =0, UZ(L,t) =0, t >t
UZ(JJ,tz):Ath(I‘jtl), O0<zx<L, (t:tz)

Para entender mejor la suma (8.48) definimos la funcién w(z,t;s) como solucién de los
siguientes problemas de difusién

wi(x,t;8) = Wee(x, 5 8), O<z<L, t>s,
w(0,t;8) =0, w(L,t;s) =0, t>s,
w(x,s;s) = h(z,s), 0<z<L.
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Es decir que v, (x,t) = At w(z,t;t,). Asi, la suma (8.48) resulta

u(z, t*) Zw(z, t"t) At +w(z, t*5te) At + - +w(z, t%5t,-1) At + At h(z, t,)

3
—

w(x, 5 t) At + At h(z,t,).
1

)

t*
Cuando At tiende a cero, la iltima suma tiende a / w(z, t*;t) dt. Como la aproximacién
0

deberia ser mejor cuanto menor es At, esta heuristica nos induce a creer que esta ultima
integral es u(x,t*). Esto es cierto, como demostramos a continuacién de manera rigurosa.

Teorema 8.21 (Principio de Duhamel). Sea h(zx,t) una funcion C? y para cada s > 0
consideremos el problema'

wy(z,t; ) = Wye(, t; 5) O<z<L, t>s,
w(0,t;8) =0, w(L,t;s) =0, t>s, (8.49)
w(x,s;s) = h(z,s), 0<z<L.

Entonces la unica solucién de

up — kuge = h(z,t), O<z<L, 0<t<T,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, 0<t<T,
u(z,0) =0, 0<z<L.

esta dada por la formula
t
u(z,t) = / w(z,t;s)ds.
0
La demostracion es sencilla, pero para hacerla debemos ver antes el siguiente lema.

Lema 8.22. Dada una funcion g(t,s) de dos variables tal que g(t,s) y g:(t,s) son con-

tinuas, se cumple que
d t t
—(/mmmgzmmnjﬁﬁ@m

Demostracidn. Para demostrar este lema definimos G(r,y) = [} g(r,s) ds y vemos que

/Otg(t,s) ds = G(t,t).

Ademas

Yy
@mw:/%m@@ v Gy(ry) = gny).
0
Ahora bien,

LG(t1) = Gy (t.0) + Gyt.1) = Gulry)

dt + Gy(r7 y)

t
= / gi(t,s)ds + g(t,1).
r= r= 0

y=t y=t

]

INotemos que la condicién inicial estd dada en ¢ = s y es alli donde entra la funcién h(x,t).
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Ahora si, podemos demostrar el principio de Duhamel.

Demostracion del Teorema 8.21. Es claro que u(0,t) fo (0,t;5)ds = ngdS =0y

andlogamente u(L,t) = 0. También u(z,0) fo w(x,0;0)ds = 0. Hemos visto entonces
que se cumplen las condiciones de borde y la condicion 1n101al. Veamos que se cumple la
ecuacion diferencial:

(1) = % </0tw(x,t; 5) ds)

t
= w(x,t;t) + / wy(x,t;s)ds por el lema anterior
0
t
= h(z,t) +/ kwg.(x,t;s) ds por definicién de w(x,t; s)
0
o2 t
= h(z,t) + k@ </ w(x,t;s) ds)
= h(x,t) + kug(x,t).
Es decir, uy(x,t) — kug,(z,t) = h(z,t). O

La féormula puede ser bastante complicada, pero veamos un ejemplo cuando resolvemos
en R usando la solucién fundamental.

Ejemplo 8.23. Hallar la solucion de

— kug, = h(x,t), reR, t>0
u(z,0) =0, reR (t=0).

Segun el principio de Duhamel, la solucién esta dada por
t
u(x,t) = / w(z,t;s)ds
0

donde w(z,t; s) debe ser la solucién de

wy(z,t;s) — kwgy(z,t;5) =0, reR, t>s
w(a:,s; s) = h(z,s), reR (t=s).

Segun la férmula dada en la Seccién 8.1
w(z, t;s) :/ h(y, s)®(x — y,t — s) dy, reR, t>s.
Entonces

t 00
u(z,t) = / / h(y, s)®(x — y,t — s) dyds, reR, t>0.
0 J—-o0
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Si quisiéramos resolver la ecuacién de difusion en R con término fuente h(z,t) y dato
inicial g(z) tendriamos que sumar la solucién del dltimo ejemplo con la solucién dada
por (8.3). Asi, la solucién de

up — kg = h(z,t), reR, t>0
u(z,0) = g(z), reR (t=0).

€S

00 t 00
u(z,t) = / 9(y)P(z —y,t)dy + / / h(y,s)®(x —y,t —s)dyds, reR, t>0.
0 J—-o0

—00

8.8. Ejercicios

8.1. Demostrar que la solucion fundamental de la ecuacion de difusion en una dimension
dada por (8.2) es solucion de u; = kug, en R x (0, 00).

* 8.2. Consideremos la solucion fundamental de la ecuacion de difusion en una dimensién
dada por (8.2). Demostrar que si g : R — R es acotada y de soporte compacto (es decir,
existe M > 0 tal que |g(z)| < M, z € R; y g(x) = 0 si |x| > M), entonces la funcién
u(z,t) definida por (8.3) cumple lo siguiente:

(a) u € C*(R x (0,00)) (Demostrarlo primero para ® y ver que bajo la hipétesis de g
acotada y de soporte compacto se puede meter la derivada en la integral);

(b) u; = kug, para (z,t) € R x (0,00); (Usar que ® es solucién y usar—nuevamente—
que se puede meter la derivada en la integral);

(c) Sixg es un punto de continuidad de g, entonces h’m+ u(zo,t) = g(xo).
t—0

Ayuda: Seguir los siguientes pasos:

1/2
(1) Demostrar que [ e dz = /7. Para esto usar que [ e dr = (fRZ e~ lal? dx) y calcular
la integral de R? usando coordenadas polares.
(11) Demostrar que [, ®(x,t)dx =1 para todo ¢ > 0.

(1) Demostrar que fl ®(z,t)dz — 1 cuando t — 07T, para cualquier § > 0 fijo.

z|<8

(1v) Usar que

glan) —u(eo,t) = [ lotan) = glero — p)]@1) dy

- / l9(z0) — g(xo — )] B(y, t) da + / l9(zo) — glzo — 1)|B(y, ) dy.
ly|<é [y|>4

Comentario: Se puede demostrar que la ecuacién de difusién en R tiene una tnica solucién
acotada para cada dato inicial g. Este problema nos dice que la férmula para dicha solucién
estd dada por (8.3).
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8.3. Las siguientes integrales indefinidas son validas cuando a # b,

/ sen(az) sen(bx) dr = % {Sen(ga_—bb)x) _ Sen(C(;:L bb)x)}

/ cos(azx) cos(br) dx = % [sen(ia_—bb)x) + Sen(C(La++bb)x)}

Usandolas, y usando también que

1 1
cos(2a), cos’(a) = = + = cos(20).

sen’(a) = 513

2 2
Calcular las siguientes integrales (deben quedar expresadas en términos de L, n, m):

L
(a) / Sen(nzx)sen(mgm)dx, paran,m =1,2,3,....
0

L
(b) / cos(nzx)cos(m;x)dx, paran,m=0,1,2,3,....
0

L _1
(c) / sen(m) sen(——=—)dzx, paran,m=1,23,....
; L L

(n— %)Wx (m — %)ﬂ'l‘

L
(d) / COS(T) cos(———=—)dx, paran,m=123 ....

0
8.4. En base al problema anterior, decir cémo deben calcularse los coeficientes a,, b, (en
términos de f) si se sabe que se cumplen las igualdades siguientes para f definida en
0, L]:

(@) Flx) =3 busen("TE). © f@) =) cusen( L2
@)M%W+Z%mg%.(®f@:2%m&%ﬂg

8.5. Decir cudl es la solucion del siguiente problema

Up = 2Ugy, O<z<3, t>0,
u(0,t) =0, u(3,t) =0, t >0,
u(z,0) = f(z), 0<z<3,

en cada uno de los siguientes casos

(a) f(z)= 4sen(27TTx) — sen(&%);

(b) f(z) = b5sen(4nzx) + 2sen(107x);
(c) f(z)=2z(3—2).
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8.6. Decir cudl es la solucion del siguiente problema

Up = Ugy, -l<z<l, t>0,
( ) u( ) uft(lat) :ux(_Lt)a t >0,
u(z, ) flx),  —l<z<l,

en cada uno de los siguientes casos
-
2

8.7. Hallar todas las soluciones u(z,t) = ¢(x)G(t) de variables separadas del problema:

(a) f(x) =10+ 2cos(mx) — 0,1 sen(8mx); (b) f(z)=4+

Uy = kg, O<zx<L, t>0,
uz(0,8) =0, wu.(L,t)=0, t>0.
. Qué situacién fisica representan las condiciones de borde?
8.8. Decir cudl es la solucion del siguiente problema
Up = DUgy, 0<ax<10, t>0,
uz(0,8) =0, wu,(10,t) =0, t>0.
u(z,0) = f(x), 0 <z <10,

en cada uno de los siguientes casos

it 1095—3:2'

(a) flz) =10 (b) f() =10—cos(F5z): (o) fla) = -

8.9. Hallar todas las soluciones u(x,t) = ¢(x)G(t) de variables separadas del problema:
Up = Ky, O<ax< L, t>0,
u.(0,8) =0, wu(L,t)=0, t>0.
., Qué situacion fisica representan las condiciones de borde?
8.10. Decir cudl es la solucién del siguiente problema
Up = Uy, O0<z<bd, t>0,
u.(0,8) =0, wu(b,t)=0, t>0.
u(z,0) = f(z), 0<z<h,
en cada uno de los siguientes casos

l‘2

(a) f(@) = cos (1) i (B) fla) =5—

8.11. Hallar todas las soluciones u(x,t) = ¢(x)G(t) de variables separadas del problema:

Up = Ky, O<x<L, t>0,
w(0,t) =0, wu.(L,t) =—u(L,t), t>0.

. Qué situacién fisica representan las condiciones de borde?
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8.12. Supongamos que v(z,t) es una funcién C? que satisface

(ED) v =kvg, O<ax<L, t>0;
(CB) v(0,t) =0 w(L,t)=0, t>0.

Demostrar que si 0 < t; < 9, entonces

/O[U(m,tQ)}deS/o [v(z,t,)]? dz. (8.50)

(Ayuda: proceder como en el Teorema 8.3).

8.13. Demostrar el mismo resultado del ejercicio anterior cuando las condiciones de borde
se cambian por

v:(0,) =0 v.(0,t) =0 v:(0,t) = hv(0,t) (h > 0)
(a) {UI(L,t) —0 (b) {U(L,t) —0 ©) {U(L,t) —0

8.14. Usar los principios del maximo/minimo para deducir cotas para la solucién de

Uy = kg, 0<x<d, t>0,
w(0,6) =0, u(5,8)=0, >0,
u(z,0) = z(5 — x), 0<z<h.

8.15. Considerar la misma ecuacion del calor del ejercicio anterior:

Uy = kg, O0<z<b, t>0,
u(0,t) =0, wu(b,t) =0, t >0,
u(z,0) = f(x), 0<x<bh.

Considerar f.(z) =z(5— ) y fi(z) = 22 sen (£); f. es la condicién inicial ezacta y f;
una aproximada.

(a) Utilizando una computadora/calculadora, superponer los gréaficos de las funciones f,
y f1 en el intervalo [0,5]. En MATLAB se puede hacer de la siguiente manera

>> x = [0:.01:5];

>> fe = x .x (5-x);

>> f1 = 200/pi~3*sin(pi/5*x);

>> plot(x, fe, x, f1);

>> legend(’exacta’, ’aproximada’)

(b) Graficar el error f.(x) — fi(z). En MATLAB:

>> plot(x, fe - f1);
>> legend(’error’)
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(c) Tomando una grilla de aproximadamente 500 puntos, calcular el méximo error entre
fe v f1 (usar valor absoluto). En MATLAB: >> max(abs(fe-f1))

También se puede hallar el méximo y el minimo de f.(x) — f1(z) analiticamente, pero no vale la

pena en este caso.

(d) ;Cuél es la solucién uy(x,t) del problema tomando como condicién inicial la funcién

fi(z)?

(e) Sisetoma u(x,t) como aproximacién de la solucién exacta u.(z,t). ;Cudl es el error
entre u.(z,t) y ui(x,t) para 0 <z <5yt > 0?7 ;Sirve uy(z,t) como aproximacion
de ue(x,t)?

(f) Graficar el perfil de temperaturas dado por la aproximacién u;(x,t) para t = 0,1, 2.

(g) Graficar la temperatura en el punto medio del intervalo [0, 5] para ¢ en el intervalo
[0, 7], usando la aproximacién u;(z,t).

8.16. Repetir el ejercicio anterior con f3(x) = 27%9 sen (%) + 22721(_)3 sen (?me)

* 8.17. Sea w una solucién C?([0, L] x [0, T]) del problema

Uy = Ky, O<z< L, 0<t<T,
u(0,t) = a(t), wu.(L,t)=0, 0<t<T,
u(z,0) = f(z), 0<z<L.
Demostrar que si
M — ma . ” .
S p——
entonces se cumple que u(z,t) < M, paratodo 0 <z < Ly 0<t<T.

* 8.18. Sea u una solucién C? del problema

Up = KUy, —L<x<L, t>0,
u(—L,t) =u(L,t), uy(—L,t)=u.(L,t), t>0,
u(z,0) = f(x), —L <z <L.

Demostrar que si

M = méx{ max f(x)}

z€[0,L]
entonces se cumple que u(z,t) < M, para todo —L <z < Lyt>0.
* 8.19. Sea Q un dominio de R? (d > 2), y supongamos que u = u(z,t) es una solucién

C%(Q x [0,T]) del problema

ut:/ﬁ%, re, 0<t<T,
u(z,t) = a(x,t), red, t>0,
u(z,0) = f(x), z € (.
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Demostrar que si

M = max max a(x,t), max f(x
{zGBQ,tG[O,T] ( ) zeQ f( )}
se cumple que u(x,t) < M, paratodoxr € Qy 0 <t < T.

8.20. Resolver el siguiente problema

Up = 2Ugy, O<ax<l, t>0,
uw(0,t) = =1, wu,(1,t) =1, t >0,

3
u(x,O)::B%—sen(%m)—l, 0<z<l.

8.21. Resolver el siguiente problema

Ut = DUy, 0<x<10, t>0,
uz(0,) =2, w,(10,t) = 3, t >0,

1
u(z,0) = 2—093 + 2z + cos(mx), 0 <z <10.

8.22. Demostrar la Proposicion 8.20.

8.23. Considerar el problema siguiente:

Uy = kg, 0<xz<L, t>0,
u.(0,t) = a(t), wu.(L,t)=>b(t), t>0, (8.51)
u(z,0) = f(z), 0<z<L

(a) ;Qué situacion fisica representa?
(b) Dar una férmula para una funcién w(z,t) que cumpla las condiciones de borde.

(c) ;Qué problema debe resolver v(x,t) para que u(z,t) = v(z,t) + w(x,t) sea solucién
de (8.51)7

(d) Realizar una descomposicién del problema descripto en el {tem anterior en dos sub-
problemas més sencillos, andlogos a (8.46a) y (8.46b). Dar las férmulas precisas
para los datos no-homogéneos de los problemas resultantes (g(x) y h(x,t) de (8.46a)
y (8.46b) respectivamente).

(e) Demostrar que la suma de w(x,t) y las soluciones u (z,t), us(x,t) de los subproble-
mas del {ftem anterior, es soluciéon del problema original.

8.24. Repetir los cinco items el ejercicio anterior para la siguiente situacion:

ut:kuxx—i_Q(xat)? OS.’IZ‘SL, t>0,
uz(0,t) = a(t), wu,(L,t)+ Hu(L,t) = Hb(t), t>0,
u(z,0) = f(x), 0<az<L.
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Capitulo 9

Series de Fourier

En el capitulo anterior vimos que las soluciones de ecuaciones de difusién (con coe-
ficientes constantes) sobre intervalos acotados se escriben como combinaciones lineales
de senos y cosenos, multiplicadas por exponenciales. Al tomar ¢ = 0 para verificar la
condicién inicial, las exponenciales dan todas igual a uno y desaparecen de la expresion.
Afirmamos en ese momento que habia una forma de determinar los coeficientes a,, o b,, pa-
ra que la suma de senos o cosenos aproximase al dato inicial f(x) tanto como desedramos.
Junto con el principio del maximo, vimos que la suma correspondiente una vez vueltas
a incorporar las exponenciales, seria una solucién igualmente aproximada de la solucion
exacta para todo z y para todo ¢ > 0. Nos proponemos ahora estudiar un poco mas en
detalle la aproximacién de funciones por series de senos y/o de cosenos.

El objetivo de este capitulo es estudiar cémo aproximar funciones f(z) por sumas de
alguna de las siguientes formas:

N N N
nmx nmw nmwx nmwx
ap + g iy, COS ——, E bnsenT, ap + g ancosT+bnsenT.
n=1 n=1 n=1
Estudiaremos primero el caso mas general (que engloba de alguna manera a los otros
dos) que consiste en aproximar una funcién f definida en [—L, L] por una suma de la
forma

N
ao—l—ZancosﬂLx—l—bnsen?. (9.1)

n=1

Estas sumas se denominan polinomios trigonométricos.

9.1. Ortogonalidad de funciones

El producto escalar natural de vectores RY es el dado por T -7 = ZZ]\LI x;;, es decir,
la suma del producto de sus componentes correspondientes. Como ya vimos desde el
primer capitulo, la generalizacién de suma (por ejemplo para calcular promedios) cuando
se trata de funciones definidas sobre un intervalo, es la integral. Asi, definimos para
funciones definidas sobre el intervalo [—L, L] los siguientes conceptos andlogos a los del
espacio de dimensién finita RV.
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Espacio RY Espacio de funciones sobre [—L, L]

Producto escalar, producto interno, o producto punto

Fp= Y (f.g) = / f@)g(o) do

Norma, magnitud, tamano

- :(ifﬂ) in=viEn=([ re dx)é

Distancia

gl = (i( —y»?f Ir-al=( [ LL[f(x) - g(az)]%z:z:)é

Ortogonalidad o perpendicularidad

flg <= (fig9)=0
9=0 <:>/f

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

8l
—
<
]
()

[(foal < 1fI gl

T [ st < (/ if(xmx) : (f Lngdg,;f

Recordamos también que si a es un vector unitario, entonces ¥ - @ es la componente
de x en la direccién de a. Més aun, si a;, i = 1,2,..., N es una base ortonormal’ de RY,
entonces

= Z(f L) d;. (9.2)

Algo parecido ocurre cuando tomamos una sucesion de funciones ortogonales.

0
sti7 ] .Esdecir,a; Lajsii#jy

1@;}¥ | es una base ortonormal de RY si a; - a; = 6;; = {1 Gz

|ai| =1.
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Retomemos el estudio de las funciones senos y cosenos del capitulo anterior, es decir

consideremos la sucesion

(enrn) &WL:{Q AL
(SnySm) = OpmL, n,m=1,2,3

(CnySm) =0, mym=1,2,3

(coy8n) =0, n=1,23,...,

(coyen) =0, n=1,23, ...,

(co,co) = 2L.

En palabras:

Las funciones de la familia ¢, ¢, $1, ¢2, So,

leoll* = 2L, leall* = L, [lsnl®

, son ortogonales y

=L, n=123,....

Como consecuencia de estas identidades se tiene el siguiente teorema

Teorema 9.1. 5S¢

nwT
_ao+Zancos—+b sen —— (9.3)
entonces los coeficientes ag, an, b, cumplen:
1 [F 1
o | St = otfa)
/ f(z COS@dl‘—EOC Cn),s n=12,...,N,
1
zz/_Lf(x)Sen?dl’— <f8n> n:172’._.’N.

La demostracién de este teorema fue hecha en
identidades (8.35).

mos N
. <f CO f Cn
)= e o)+ 2

la pagina 117, a continuaciéon de las

Observacion 9.2. Si escribimos la férmula para los coeficientes dentro de (9.3) obtene-

{osn)

sl "

0+3

n=1



Si definimos
Co

ol

Cn

lenll”

Co —

~ Sn
Cp = Sp = —, n=1273,...

Isnl

entonces la formula anterior puede reescribirse como

(@) = (f, Go)o(x) + Z )+ Y {f5n)5n(x),

que es analoga a (9.2).

9.2. Serie de Fourier. Definicién y ejemplos

Es claro que no toda funcién es de la forma (9.3), pues estas son siempre C*°[—L, L]
y existen funciones no tan suaves, u otras suaves pero que no coinciden con una suma
finita de senos y cosenos. Las funciones cuyas graficas se observan en la Figura 9.1 son
ejemplos de tales funciones.

ST

| | | |

L L L L

Figura 9.1: Gréficas de funciones que no son de la forma (9.3).

Sin embargo, casi siempre podemos definir los coeficientes de Fourier, y su correspon-
diente serie.

Definicién 9.3 (Serie de Fourier). Sea f(z) definida sobre el intervalo [—L, L] tal que
las siguientes integrales estan bien definidas:

L
o7 | 1@ =)
/f COS@dI— (f,cn>, n=12...,N,

/ f(z sen—dm— <f,3n>, n=12...,N.

Definimos entonces la serie de Fourier de f por

o
nmx nwx
SF f(z) = ag +ZancosT +bnsenT,
y los coeficientes ag, ay, by, as, bs, ..., se llaman coeficientes de Fourier de f.
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Observacién 9.4. Si definimos la suma parcial de orden N de SF f por

N
SFy f(x) :a0+;ancos?+bnsen?’

entonces por definicion de serie, o suma infinita, resulta
SF f(x) = lim SFy f(z).
N—o0

Observacién 9.5. Como veremos en las secciones siguientes, y como mencionamos en el
capitulo anterior, para una gran familia de funciones se cumple que

]\}im SFy f(z) = f(x),
o lo que es lo mismo
SF f(z) = f(z),
o también

nmx
—a0+2ancos—+b senT

Lo que también es interesante es poder medir el error entre SFy f(z) v f(x), que también
estudiaremos en esta seccion y en las que siguen.

El primer resultado de aproximacién de SFy f a f, usando la norma integral || - ||
definida al principio de esta seccién esta dado en la siguiente proposicion.

Proposicion 9.6. Sea Vy el conjunto de todas las funciones que pueden escribirse como

combinacion lineal de cy, c1, s1, €2, S2, ..., CN, SN, entonces

lf —=SEx fll < IIf =gl para toda funcion g € V.
Observacién 9.7. La proposicion anterior dice, en palabras, que SFy f es la mejor
aprozimacion a f desde el espacio Vy (midiendo el error con la norma || - ||), o lo que es
lo mismo:

If = SFy fll = min [lf — gl

Demostracion de la Proposicion 9.6. Observemos primero que el error f — SFx f es or-
togonal a cualquier funcién de V. Primero lo vemos para todas las de la base ¢, ¢, $1,

C2, 82, ..., CN, SN

<f_SFNf7\CB/> = <fa00> - <SFNfacU>

=1

N
= (f, co) — ao (co, co) +;an (€, o) +by (Sn, o)

=2L - =0 -0
— (foco) — 02l = {foco) — LD op g

2L
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Param =1,2,...,N,
<f_SFNfacm> = <fvcm>_<SFNfacm>

N
- <f7 Cm) - |:a0 <007 Cm> + Z Qnp, <Cn7 Cm) +bn <Sna Cm)
—— —— N’

=0 =l sl =0
- <facm> - amL = <fvcm> - <f,£m>L = 07
y analogamente,
<f_SFNf7Sm> = <f75m> - <SFNfa3m>
N

= <f7 8m> - |:a0 <CO7 3m> + Z Qp <Cn7 Sm> +bn <5n; Sm>

T — T ?(sn,m—L/
- <f78m> _me = <f)3m> - <f’;m>L = 0.

Resumiendo, (f —SFy f,c,) =0, (f —=SFy f,cn), v (f —=SEn f, sn), paran =1,2,..., N.
Si ahora v es cualquier funcién del conjunto Vy, entonces se escribe como v = Ggco +
25:1 anCp + b, Sy, y por lo tanto

N

(f = SF f,v) = ao(f — SF f.co) + > an(f — SF f,cn) + bu(f — SF f,5,) = 0.

n=1

Finalmente, recordando la definicién de norma dada en la tabla del principio de este
capitulo, dada g € Vy

17— SEx 1P
=(f—SFnf,f—SFx [) definicién de norma
=(f—SFnf,f—g+9g—SFn[) sumamos y restamos g € Vy
=(f—-SFnf,f—9) +{(f —SFn f,g—SFn f) linealidad del producto escalar
-
—(f—SFxf,f—g) F—SFxfLlueVy
<||f =SEnx fll IIf — gl Cauchy-Schwarz (ver tabla)

Luego || f — SFx f|I?> < |If — SFx £l |I.f — gl|, lo cual implica que

If = SEx fIF < 1f = gll;

para cualquier g € Vy. [l

A continuacién calcularemos los coeficientes de Fourier para algunas funciones f(x)

a fin de comprender en base a experimentos de qué manera las sumas parciales SFy f
aproximan a f.
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Ejemplo 9.8. Hallar la serie de Fourier de f(z) = x en [—L, L]. Lo que debemos hacer
es calcular los coeficientes de Fourier ag, a1, b1, as, ba, ...

1 [E
ag = — rdr =0,
2L J_;
1 [r N ., . .
=7 T cos —— de =0, n=1,2,... (funcién par por impar es impar)
~L
1 [t 2L 2L
bn = _/ zsen L dy = ——cos(nm) = —(-1)"", n=1,23,....
L) L nmw nmw
Para el calculo de ag y a,, n = 1,2,... hemos usado que la integral de una funcién impar

en un intervalo simétrico respecto del origen es cero, y que el producto de una funcion par
por una impar es impar (ver ejercicio 9.4). Para el cdlculo de los b, se usé el programa
wxMaxima, disponible de manera gratuita en Internet. En la figura 9.2 se muestra el
grafico de SFy f(x) para N = 1,3,5,10, 25, y también el de SF f, comparado con f sobre
el intervalo [—L, L], tomando L = 2. Notar que para la definicién de SF f(x) sélo se

=]
=]

s o &
L]
L

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 9.2: Graficas de SFy f(x) para N = 1,3,5,10 y SF f para f(z) = z en [—L, L]
(usamos L = 2).

usaron los valores de f(z) para —2 < x < 2 y que sin embargo las funciones SFy f(x) y
SF f(z) estdn definidas en todo R. En la figura 9.3 se muestra el grafico de SFy5 f(z) y
también el de SF f, comparado con f sobre el intervalo [—6, 6]. El fendmeno de oscilacién
de magnitud grande de SFy f(x) en los extremos del intervalo se denomina Fendmeno de
Gibbs, y se debe a que para las condiciones que satisface f(r) = x son de alguna manera
incompatibles con las condiciones periddicas que cumplen los senos y cosenos.

Ejemplo 9.9. Consideremos ahora la funcién f(z) =3 + (z — L)*(x + L)?, cuyos coefi-
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-4+ B -4+

pd
S

% -4 ) 0 2 4 6 -6 4 ) 0 2 4 6

Figura 9.3: Gréficas de SFa5 f(x) (izquierda) y SF f (derecha) para f(z) = x en [—2,2],
pero graficadas sobre el intervalo [—6, 6].

cientes de Fourier son

1
= — (8L +45
a[) 15( + )7
48 48 et
U =~ 3 cos(nm) = n47r4(_1) : n=12...,

En la figura 9.4 se muestra el grafico de SFy f(x) para N = 1,3, 5, y también el de SF f,
comparado con f sobre el intervalo [—1,1]. Notar nuevamente que para la definicién de
SF f(z) sélo se usaron los valores de f(z) para —L < x < L y que sin embargo las
funciones SFy f(x) y SF f(x) estdn definidas en todo R. En la figura 9.5 se muestra el
grafico de SFy5 f(x) y también el de SF f, comparado con f sobre el intervalo [—3L, 3L].
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4t 4
3.8f | 3.8F
3.61 1 3.6¢
3.4r g 3.4r
3.2¢ 1 3.2¢
3 3
-1 -0.5 0 0.5 1 —i -0.5 0 0.5 1
4 4
3.8f 1 3.8F
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Figura 9.4: Gréficas de SFy f(x) para N = 1,3,5 y SF f para f(z) = 3+ (z — L)} (z + L),
con L =1.

1 2 3

Figura 9.5: Graficas de SFyg f(z) (izquierda) y SF f (derecha) para f(z) = 3+ (x—L)?*(z+
L) en [-1,1] (L = 1), pero graficadas sobre el intervalo [—3, 3].
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Ejemplo 9.10. Consideremos ahora la funcién f(z) = |z|, cuyos coeficientes de Fourier
son

L
"=3

2L 27,
an= 5 (cosnm —1) = S5 ((-1)" = 1), n=12...,

b, =0, n=12,....

En la figura 9.6 se muestra el grafico de SFy f(x) para N = 1,3,5, y también el de SF f,
comparado con f sobre el intervalo [—1,1]. Notar nuevamente que para la definicién de

1 1
0.8 ] 0.8
0.6f 1 0.6
0.4f ] 0.4
0.2 ] 0.2
0 o
-1 -05 0 05 1 —i -05 0 05 1
1 1
0.8 ] 0.8
0.6 ] 0.6
0.4r 1 0.4r
0.2 ] 02t
0 or
1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Figura 9.6: Gréficas de SFy f(x) para N = 1,3,5 y SF f para f(x) = |z|, con L = 1.

SF f(x) sélo se usaron los valores de f(z) para —L < x < L y que sin embargo las
funciones SFy f(x) y SF f(z) estan definidas en todo R. En la figura 9.7 se muestra el
grafico de SF5 f(x) y también el de SF f, comparado con f sobre el intervalo [—3, 3].

Ejemplo 9.11. Consideremos ahora la funcion

x, six >0,
0, six <0,



3 i 3
2.5} 2.5
2 2t
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
o ; : ‘ : ; 1 ot : : ‘ : : ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 9.7: Gréficas de SFig f(x) (izquierda) y SF f (derecha) para f(z) = |z| en [—1,1]
(L = 1), pero graficadas sobre el intervalo [—3, 3].

cuyos coeficientes de Fourier son

L
ag = Z
L L i}
=5 (cosnm —1) = n27r2<(_ ' —=1), n=12 ...,
L L
b, = ——cosnm = ——(—1)", n=1,2,
nw nm

En la figura 9.8 se muestra el grafico de SFy f(z) para N = 1,5,15, y también el de SF f,
comparado con f sobre el intervalo [—1,1]. Notar nuevamente que para la definicién de
SF f(z) sélo se usaron los valores de f(z) para —L < x < L y que sin embargo las
funciones SFy f(z) y SF f(z) estdn definidas en todo R. En la figura 9.9 se muestra el
grafico de SFy5 f(z) y también el de SF f, comparado con f sobre el intervalo [—3, 3].
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Figura 9.8: Gréficas de SFy f(z) para N = 1,5,15 y SF f para f(z) = (z)4+, con L = 1.

3 ‘ 3
2.5 1 251
2 2
15} | 1sl
1 1t
0.5 { 05/ ° ° °
Or g Ad 0
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3

Figura 9.9: Graficas de SF15 f(x) (izquierda) y SF f (derecha) para f(z) = (z)+ en [—1,1]
(L = 1), pero graficadas sobre el intervalo [—3, 3].

152



Ejemplo 9.12. Consideremos el tltimo ejemplo dado por la funcién

1, siz >0,
xT) =
/(@) {O, six <0,
cuyos coeficientes de Fourier son
1
a0—§
a, =0, n=12 ...,
b= (1~ cosnm) = (1~ (~1)") 12
n=—(1—cosnm) = —(1 —(— , n=12....
nm nm

En la figura 9.10 se muestra el grafico de SFy f(x) para N = 1,5,15, y también el de
SF f sobre el intervalo [—1, 1]. Notar nuevamente que para la definiciéon de SF f(z) sélo

1.2F 7
J a\ N
1r S
08l 0.8
0.6r 0.6
0.4r 0.4
0.2’ 02,
0 0 /N
-0.2 . . . 1 . . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
J Ao A Al
0.8r 0.8
0.61 0.6
° [ °
0.4 0.4+
0.2r 0.2
0 V/\V AV/\V 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 9.10: Gréficas de SFy f(z) para N =
f(z)=0si2<0,con L=1.

1,5,15 y SF f para f(z) = 1sixz >0y

se usaron los valores de f(z) para —L < x < L y que sin embargo las funciones SFy f(x)
y SF f(z) estan definidas en todo R. En la figura 9.11 se muestra el grafico de SFy5 f(x)
y también el de SF f, comparado con f sobre el intervalo [—3, 3].

9.3. La convergencia de las series de Fourier

En esta seccion veremos algunos resultados de convergencia de las series de Fourier.
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Figura 9.11: Gréficas de SFy5 f(z) (izquierda) y SF f (derecha) para f(x) = ()4 en [—1,1]
(L = 1), pero graficadas sobre el intervalo [—3, 3].

Observemos primero que dada una funcién f(z) definida en [—L, L] la suma parcial
de N términos de su serie de Fourier es

nmwxy NnmTIo
+ b,, sen

N
SFy f(xo) = ap + Zan cos

L
1

- [ S

L nmnr nmxo L 1 — —

+;/_sz($)008de(308 7 +[sz(x)sen7dxsen 7

1 [t nwT NnTTo nwT nTT
=7 flx) |= —|— g COS —— COs + sen —— sen dz
-L

L L L
1 L 1 nrm(x — xg)
= z/Lf(x) _——|— cos—] dx.

Es decir, la suma parcial de orden N se puede expresar de manera compacta como una
integral involucrando al llamado nicleo de Dirichlet D -

SFNf ZL‘O / f DN l‘—l‘o)d

con

La primera propiedad que podemos ver que satisface el nticleo de Dirichlet es que
Dy (z) es periddica de periodo 2L, es decir, Dy(z +2L) = Dy (x) para todo = € R y por
lo tanto su grafica se repite en intervalos consecutivos de longitud 2L. Otra propiedad es
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la siguiente:

L
/DN(:v)dx:/ —d:ic+§ / cos@d:ﬁ—L
L _

y por lo tanto

1 L
—/ Dy(x)dy =1, N=1,2,3....
LJp

Usando mas identidades trigonométricas puede verse que

s ({54
() = W, si sen( ) # 0,

1
n—|—§, 31sen< )—0

A partir de esta nueva férmula elaboramos la gréfica de Dy sobre [—L, L] para diferentes
valores de N, que puede observarse en la Figura 9.12. Vemos en la grafica que la funcion

20 ‘ ‘ 20
15¢ ] 151
10¢ 1 10f
| A
0 0
) -0.5 0 0.5 1 5 -0.5 0 0.5 1
20 20
15¢ ] 151
101 ] 101
5 5
0 /\V/\\/ \/\\/\ obaoa /\V/\V/\V/\V/\\/ VAVAVAVAVA A
) 205 0 05 1 =) Zos 0 05 1

Figura 9.12: Gréficas de Dy(x) para N =1,5,10,15y L =1 en el intervalo [—L, L].

Dy(x) es mas oscilante para N més grande, pero se concentra alrededor del origen. Uno
tenderfa entonces a pensar que limy o 7 ffL f(z)Dy(z)dx = f(0) siempre que f(z).
Debido a las oscilaciones de Dy (x), esta afirmacion es cierta cuando ademds de continua,
f es C' a trozos, como lo establece la siguiente proposicién.
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Proposicién 9.13. Sea f(x) una funcion C' a trozos y continua en [—L, L]. Entonces

]\}1_{20—/ f(x)Dy(z) dx = f(0).

La demostracion de esta proposicién escapa al interés de este apunte; los interesados
pueden encontrarla en el Capitulo 4 del libro [Bleecker-Csordas 1996]. Como consecuencia
de este resultado, sélo trasladando el niicleo de Dirichlet, y usando que es periddico de
periodo 2L obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 9.14. Sea f(x) una funcién C* a trozos y continua en [—L, L], que satisface
f(=L) = f(L). Entonces

lim —/ f(z)Dy(z — x) dz = f(x0), para cada xo € [—L, L].

N—ooo L

Ahora si, dado que f f(z)Dn(z — x) dz = SFy f(x0), tenemos que

Teorema 9.15. Sea f(z) una funcién C* a trozos y continua en [—L, L], que satisface
f(=L) = f(L). Entonces

I&im SFy f(x) = f(z), para cada x € [—L, L].

Equivalentemente podemos escribir:

, nm
lim ag + Zan COS— + b, nSen —— = f(z), para cada x € [—L, L].

o también
SF f(x) = f(x), para cada x € [—L, L],
que es lo mismo que decir
nwx
ap + Z an cos 2L b, sen - = f(z), para cada x € [—L, L].
9.3.1. Convergencia puntual

Concluimos, en base a los ejemplos vistos en la Secciéon 9.2 que cuando f es discontinua
o cuando f(—L) # f(L) la serie de Fourier converge en esos puntos de discontinuidad al
valor medio de los limites laterales. Eso se debe a que

%/_LL f(@)Dy () da = % V_OL f(x)Dn(z) d:c+/0L f(z) Dy () dfﬂ} 7

1 0~ 0t
y las integrales del lado derecho, multiplicadas por 7 convergen a f(2 ) y f(2 ) respec-

tivamente, donde f(07) = lim,_,o- f(z) y f(07) = lim,_o+ f(x).
Motivados por esta observacion hacemos la siguiente definicion.
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Definicién 9.16. Sea f(z) una funcién C' a trozos en [—L, L]. Cambiando los valores
de f(z) en algunos puntos obtenemos la funcion arreglada f(x) que se define como sigue:

f(x+)+f(33_)7 §i —L<z<lL,
Fa) = - .
F(=LY) + f(L) Gzt
2 ’ ’

donde f(zg) = lim, .+ f(z) y flzg) =lm,_, - f(z).
Observacién 9.17. Si f(x) es continua en [—L, L] entonces f(x) = f(x) para todo

€ (L, L) (L <z <L)y f(+L) = f(_L+)2+ S

Si f(x) es continua y ademds f(—L) = f(L), entonces f(x) = f(x) para todo z €
[—L,L] (-L <z <L)

En la Figura 9.13 vemos algunos ejemplos graficos de funciones f y sus correspon-
dientes funciones arregladas f.

IA
h
HV
|Ak
h
£
|A
~
Hk

TN \.// )

Il

iy T I T 1 T

Figura 9.13: Ejemplos gréficos de funciones f (arriba) y sus correspondientes funciones
arregladas f (abajo).

Enunciamos a continuacién un segundo resultado de convergencia de series de Fourier,
cuya demostracién puede encontrarse en el Capitulo 4 del libro [Bleecker-Csordas 1996].

Teorema 9.18. Sea f(x) una funcién C* a trozos en [—L,L] y sea f(z) la funcion
arreglada de f segin (9.4). Entonces

SF f(z) = f(x), para cada x € [~L, L],

es decir,
lim aq +Zancos— + b, senw = f(x), para cada x € [—-L, L].
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Mds aun, si f es la extension periodica de f, entonces

SF f(z) = f(:z:), para cada v € R,

N
, nmx xr =
]\}gréoao + g 1 G COS —— + b, sen — = f(x), para cada v € R.
—

En la Figura 9.14 se pueden ver las extensiones periédicas de las funciones arregladas
de la Figura 9.13.

=y i) I 37,
[ ) [ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ]
37 iy T 37

Figura 9.14: Graficos de las extensiones periddicas de las funciones arregladas de la Figu-
ra 9.13, sobre el intervalo [-3L, 3L].

Observacion 9.19. El Teorema 9.18 nos dice que para cada x € [—L, L] (fijo) se cumple
que limy_,, SFy f(2) = f(x). Notemos que si f es discontinua en algin punto, o si no se
cumple que f(—L) = f(L), entonces no es cierto que méx_r<,<z, | SFy f(x) — f(z)| — 0.
Esta convergencia es la que se conoce como convergencia uniforme, y se sabe que si una
sucesion de funciones continuas converge uniformemente a otra, entonces la funcién limite
es también continua. Por lo tanto como las funciones SFy f(z) son continuas y valen lo
mismo en —L y L, si se cumpliera que max_j<,<; | SFx f(x) — f(x)] — 0, resultarfa
necesariamente que f es continuay f(—L) = f(L).

Observacion 9.20 (Fenémeno de Gibbs). Cuando la funcién f tiene una discontinuidad
esencial (no evitable) o cuando f(L7) # f(—L™), al aproximarla con su serie de Fourier
ocurre el llamado Fenomeno de Gibbs, por el que las sumas parciales de las series de
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Fourier aproximan mal a la funciéon en un entorno de la discontinuidad. A medida que su-
mamos mas términos de la serie, el entorno se achica, pero el overshooting/undershooting
no disminuye por debajo de un cierto umbral (Ver Figuras 9.2, 9.8, 9.10).

9.3.2. Convergencia uniforme

El Teorema 9.15 nos dice que para cada x € [—L, L] se cample que limy_,o, SFx f(2) =
f(z), pero bajo esas hipétesis se cumple un resultado un poco mas fuerte, que es el
siguiente:

Teorema 9.21. Sea f(x) una funcién continua y C' a trozos en [—L, L] tal que f(—L) =
f(L) entonces

_méx, |f(z) —SFx f(z)] = 0, cuando N — oo.

Observacién 9.22. Este tltimo teorema nos dice que si f es continua en [—L, L] y C!
a trozos, y ademés cumple la condicién de periodicidad f(—L) = f(L) entonces su serie
de Fourier converge a f uniformemente. El méximo error entre SFy f(z) y f(z) tiende
a cero cuando N — oo. Vimos que esto no ocurre cuando f es discontinua o cuando

f(—=L) # f(L) debido al fenémeno de Gibbs.

A continuaciéon vemos un teorema que bajo hipotesis mas fuertes sobre f estable-
ce la convergencia uniforme de la serie de Fourier pero ademas presenta un orden de
convergencia.

Teorema 9.23. Sea f(x) una funcidén de clase C* en el intervalo [—L, L] tal que

Sean ag, an, by, n = 1,2,3... sus coeficientes de Fourier y sea M = méaxpr|f"|.
Entonces, para cada N > 1 se tiene que

4I°M 1
N para todo x € [—L, L].

|f(z) = SFy f(2)] <

Observacion 9.24. La afirmacion precedente nos dice que si f tiene derivadas primeras
y segundas continuas en [—L, L] y ademds cumple las condiciones de compatibilidad
(periodicidad) de igualdad de f y también de f’ en los extremos, entonces el error entre
f(z) y la suma de N términos de su serie de Fourier es menor que una constante por

—. Esto nos dice que dicho error tiende a cero uniformemente, tan rapido como —, y

también nos da una manera de elegir N para aproximar con una tolerancia dada.

Demostracion del Teorema 9.25. Por el Teorema 9.21 se cumple que SF f(z) = f(z) para
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todo x € [-L, L] y por lo tanto, para cada N > 1,
f(z) = SFy f(z) = SF f(z) — SFy f(z)

ao—l—Zancos +b senn—zm]

L

N

nmwx nwx

ag + E ancosT + b, sen ——
n=1

= i a cosw—i-b sen@
" L L |

n=N+1
Por lo tanto, como |cos ®7*| < 1y |sen “F*| < 1 se tiene que

[e.9]

(@) = SEx f(@)] < Y (lanl + [bal)-

n=N-+1

Veamos ahora si podemos acotar el tamano de los coeficientes a,, b,. Recordemos que

2
cn(r) = cos ¥ y que entonces c,(r) = —<£> c’(x). Luego, integrando por partes

nm n

/ f(x)en(z) dr = _niﬂ /L f(x)d! (x)dx
T [f(x . / fz ] -

Como ¢, (z) = =" s,(x), resulta que ¢, (—L) = ¢,(L) = 0, entonces f(x)c;(x)L:_L =0
y luego

Lt
s | rad dx]

ronio” . rine]

= | ['(@)calx
=L

n2m?
Como f'(—L) = f'(L) resulta f’(x)cn(x)‘wz_L =0y

L L 2
an__nzﬂ_z /Lf (x)

L L
bn —_ 1
[ rw

con s,(z) = sen 2. Como |f”(x)] < M tenemos que

obtenemos

Analogamente,

en(@) (@) <My sa(2) f"(2)] < M,
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por lo tanto

L 2
2L°M
la,| < / Mdr = ——,
n?n? J_; n2n?
L 2
2L°M
by < / Mdp = 22
n?n? J_, n2m?
por lo que finalmente
= 4PM N1 4LPM 1
£(@) = SEx f@) < D7 (Janl + o) < S <5
n T
n=N-+1 n=N+1
=~ 1 1 = 1
Donde hemos usado que Z — N lo que puede verse comparando la suma Z —
n= n n=N+1
<1
con la integral / — dx. O]
N Z?

Como dijimos en el comentario anterior a la demostracién, este ultimo teorema nos
sirve, ademas, para saber cuantos términos de la serie de Fourier se deben sumar para
garantizar una aproximacion con una tolerancia dada. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 9.25. Dada f(z) = 23—z y L = 1. Determinar N para asegurar que | SFy f(z)—
f(z)] <0,01. Al ser f un polinomio es de clase C* y por lo tanto también C?. Adem4s
f(=1) = f(1) =0y f(z) = 32> — 1 por lo que f'(—1) = f'(1) = 2. Luego se cumplen
las hipdtesis de f para que valga la afirmacion del teorema anterior. Necesitamos saber
M = maéx;_1 17| f"|. Veamos, f"(x) = 6z, y luego M = 6. Queremos saber para qué N € N
se cumple que

ALEM 1 4%6 1 24
<001 e L2001 e o —4317...<N.
> N 2 NV 0.0172 SR

™

Luego, para N > 244, se cumple que |f(x) — SFy f(x)| < 0,01 para todo = € [—1, 1].

9.4. Series de Senos y series de Cosenos

Hasta aqui hemos estado trabajando con series de Fourier que involucran senos y
también cosenos sobre el intervalo [—L, L]. En los problemas de difusién sobre el intervalo
[0, L] con condiciones de Dirichlet y de Neumann aparecen las series de Fourier de senos
y las series de Fourier de cosenos por separado:

N N
X nmx b nmwx
QAo E Ay COS ——— E n S€Nl ———.
L’ L
n=1 n=1

Queremos utilizar lo aprendido en la seccién anterior para ver si es cierto lo que afirma-
mos en el Capitulo 8, que una gran familia de funciones definidas sobre el intervalo [0, L]
se puede aproximar por series de cosenos (para resolver problemas con CB Neumann) y
también por series de senos (para resolver problemas con CB Dirichlet).

Recordemos las siguiente definicion.
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Definicién 9.26. Una funcién f(z) se llama par si f(—x) = f(z) para todo z, y una
funcién f(z) se llama impar si f(—x) = — f(z) para todo z.

La demostracién de la siguiente proposicién es una consecuencia inmediata del ejer-
cicio 9.4.

Proposicién 9.27. Sea f(x) definida en el intervalo [—L, L] con coeficientes de Fourier

L L
i/ f(z)dx, an:%/ f(x)cos?dx, n=12...,
-L

/ f(x senmdx n=12,....

» Si f(z) es una funcion par, entonces

o (L
/f ) dz, an:z/o f(x)cos?dx, n=12 ...,
b, =0, n=1

» Si f(z) es una funcion impar, entonces

a=0, a,=0 n=1,2,.

/ f(x senmdx n=12,....

En base a las observaciones escritas en la proposicién anterior establecemos la siguiente
definicion.

Definicién 9.28. Sea f definida en [0, L] tal que las integrales de (9.6) y (9.5) existen.

» La serie de Fourier de senos de f(x) es

SF® f(x) = ansen—nﬂx,
n=1
2 L
con b,=— [ f(z) sen@dx, n=12.... (9.5)
L/ L

» La serie de Fourier de cosenos de f(x) es

SF¢ f(x) = ag + Z an, cos

nmwx

1 L
con aO:Z/ flx), ap /f cos—da: n=12,.... (9.6)
0

Y al pensar en los limites de estas series de Fourier de senos y de cosenos, aparece
naturalmente la necesidad de hacer las siguientes definiciones:

Definicién 9.29. Sea f una funcién definida en [0, L.
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= La extension par de f es la funcién

flz), si0<zx<L,
f(=x), si—L<z<D0.

f(z), si0<x <L,
fi(x) = 40, siz =0,
—f(=z), si—L<z<0.
Proposicién 9.30. Sea f(x) definida en el intervalo [0, L] tal que existen las integrales
de (9.5) y (9.6). Entonces la serie de Fourier de senos de f coincide con la serie de

Fourier de su extension impar f; y la serie de Fourier de cosenos de f coincide con la
serie de Fourier de su extension par f,. O sea,

SF*f=SFf, SF°f=SFf,

Demostracion. Veamos que la primera afirmacion es cierta, la segunda es analoga. La
serie de Fourier de senos de f es

2 [k nwx
SF* f b, sen con b,=— ) sen — dx.
z 2 [ faysen ]
Por otro lado, si consideramos la extensién impar f; de f, resulta que por la Proposi-
cién 9.27, sus coeficientes de Fourier (de la serie de senos y cosenos) son

a=0, a,=0, n=12.

2 L
/fZ sen@dxzz f(x)senn—zxd:zr, n=12,....
0

Y por lo tanto, la serie de Fourier de f; es

oo

SFfi:;bnsen?, con b, = / f(x sen—d$
es decir SF° f = SF f;. m

Con lo visto en la ultima proposicién podemos adaptar los resultados de convergencia
de series de Fourier (de senos y cosenos) para obtener resultados de convergencia de las
series de Fourier de senos y de las de cosenos.

Teorema 9.31 (Convergencia de la serie de Fourier de senos). Sea f una funcion C' a
trozos en [0, L]. Entonces las sumas parciales SFY f de la serie de Fourier de senos de f
convergen puntualmente (en cada ) a

f@)+ flz7)
SF* f(z) = 2 ’

0, six=00x=L.

si0<z <L,
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Si f(z) es ademds continua en [0,L] y f(0) = 0, f(L) = 0, entonces la suma parcial
SFY f converge uniformemente (no hay fendmeno de Gibbs) a f(z) en [0, L], es decir,

nix |f(z) = SFx(x)] = 0, cuando N — oo.

Demostracion. Para demostrar las dos afirmaciones de este teorema basta ver que si f(z)
cumple las hipdtesis del mismo, entonces su extensién impar f; cumple las hipdtesis de
los Teoremas 9.18 y 9.21, respectivamente. O

Teorema 9.32 (Convergencia de la serie de Fourier de cosenos). Sea f una funcién C*
a trozos en [0, L]. Entonces las sumas parciales SFY; f de la serie de Fourier de cosenos
de f convergen puntualmente (en cada x) a

f@t) + f(z7)

5 , st0<x<L,
SF® f(z) = f(07), six =0,
f(L7), six=L.

Si f(x) es ademds continua en [0, L], entonces la suma parcial SFY f converge uniforme-
mente (no hay fenémeno de Gibbs) a f(x) en [0, L], es decir,

2ax, |f(xz) — SF&(x)| = 0, cuando N — oc.

Demostracion. Para demostrar las dos afirmaciones de este teorema basta ver que si f(x)

cumple las hipdtesis del mismo, entonces su extension impar f, cumple las hipétesis de
los Teoremas 9.18 y 9.21, respectivamente. ]

También se puede aplicar el Teorema 9.23 a las extensiones par e impar de una funcion
f definida en [0, L] para obtener los siguientes teoremas.

Teorema 9.33 (Convergencia con orden de la serie de Fourier de senos). Sea f(x) una

funcion de clase C? en el intervalo [0, L], tal que f(0) =0y f(L) =0, y sea M = r[rlaL}]< I
Oa

Entonces, para cada N > 1 se tiene que

4L2M 1
72 N’

|f(z) = SFy f(z)] < para todo = € [0, L].

Demostracion. Si f es C* en [0,L] y f(0) = f(L) = 0 entonces su extensién impar f; es
C?en [—L,L], fi(—L) = fi(L) y f/(=L) = f/(L) (pues la derivada de una funcién impar
es una funcién par). Aplicamos entonces el Teorema 9.23 a f; y obtenemos que

4L°M 1

@) = SEx fila)] < =5 1

para todo z € [—L, L].

Por un lado f;(z) = f(z) en [0, L], y por la Proposicién 9.30 SFy f;(xz) = SFY f(x) para
4L°M 1
todo z € [0,L] y todo N € N. Por lo tanto |f(z) — SFy f(z)| < —  para todo
T

x € [0, L] O
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Teorema 9.34 (Convergencia con orden de la serie de Fourier de cosenos). Sea f(x)
una funcién de clase C* en el intervalo [0, L], tal que f'(0) = 0 y f'(L) = 0, y sea
M = r[nax |f"|. Entonces, para cada N > 1 se tiene que
0,L
4I2M 1

£ = SF5 f@)] < 5 1

para todo x € (0, L].

Demostracion. Si f es C* en [0, L] y f/(0) = f'(L) = 0 entonces su extensién par f, es
C?en [-L, L], f(=L) = f,(L) y f;(=L) = f,(L). Aplicamos entonces el Teorema 9.23 a
fp vy obtenemos que

41°M 1
o) = SEw gyl < L
Por un lado f,(z) = f(x) en [0, L], y por la Proposicién 9.30 SFy f,(x) = SFy f(x) para

4I°M 1
todo z € [0,L] y todo N € N. Por lo tanto |f(z) — SFy f(z)| < —  para todo
m

x € [0, L] O

para todo = € [—L, L].

Los 1ltimos teoremas son de aplicacion directa para el calculo aproximado de solucio-
nes de problemas de difusién. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 9.35. Considerar el problema

Up = Ugg, O<z<l, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t) =0, t>0.
u(z,0) = 2° — z, O<z<l,

Hallar una solucién aproximada uy(z,t) que cumple |uy(z,t) —u(x,t)| < 0,01 para todo
x € [0, L] y todo t > 0. Las soluciones exactas que conocemos de este problema son de la
forma

N
- Z by sen(nmz)e ™ L.

Por el principio del méaximo, dado que u(z,t) = un(z,t) =0paraxz =0y z = L (t > 0),
sabemos que
max |u(x,t) —un(x,t)| < Omax |u(z,0) — un(z,0)]|.

0<z<1
t>0

Ahora bien, u(z,0) = 23 —z = f(z) es C? en [0,1] y f(0) = f(1) = 0, es decir, cumple
las hipétesis del Teorema 9.33 (para L = 1), y por lo tanto, si b, se eligen como los
coeficientes de la serie de Fourier de senos de f(x) resulta

méx | f(z) — SFy f(a)] < 1

0<z<1 72 N’

con M = méxp | f”|. Como ya vimos en el Ejemplo 9.25, M = 6 y basta elegir N > 244

para que M i < 0,01. Por lo tanto, la solucién deseada es

244

= Z b, sen(nwa)e Y,

165



1
12 12
con by, 2/ (2% — z)sen(nnz) dr = Wcos(mr) = n37r3(—1)". De esta manera, la
solucién buscada resulta
244 (_pyn
- B —n2x2t
uy(z,t) = 1221 53 sen(nmz)e :
9.5. Ejercicios
L 1 siz>0
9.1. Para L = 1 y la funcién f(z) = 0 siz<0 graficar con la computadora SFy f(z)
iz <
n [—1,1], para N = 1,3,5,7,9,...,101, y verificar que siempre m[zgx] SFy f(z) > 1,089
z€|0,1

(mientras que max,eg f(x) = 1). Para hacerlo, tomar x=[-1:.001:1] y evaluar SFy f
en esa grilla, luego tomar el maximo valor. Este fendmeno, observado experimentalmente
en la computadora, puede demostrarse para todo N € N. Nos dice que la discontinuidad
de f en z = 0 causa un overshooting debido al fenémeno de Gibbs mayor al 8 % del salto
en la discontinuidad.

9.2. Para cada una de las siguientes funciones, definir y graficar (a mano) la funcién
arreglada en [—L, L], con L = 1 y graficar su extensién periédica en [—3L, 3L].

(&) flz)=1, (b) f(z)=2" (c) flz)=1-27
(d) f(x) = cos(mz), (e) flx)=se (7m:).

* 9.3. Sea f(z) una funcién C® en el intervalo [—L, L] tal que f(—L) = f(L), f'(—L) =
f' (L), y f"(—L) = f"(L). Demostrar que si M = méx |f"(x)|, entonces

e[~ L]
AL3M 1
(a) efflax |f(z) = SFy f(2)] < 5N
(b) (SFx f)'(x) = SFy f'(2),
4L2Ml

(c) méx [f'(x) —SFy f(z)| <

ce[-L,L] 2 N’

9.4. Verificar (demostrar) las siguientes afirmaciones:

(a) El producto de dos funciones pares es par.

(b) El producto de dos funciones impares es par.

(c) El producto de una funcién par y una impar es impar.
(d) Si f(z) es impar, entonces f_LL f(x)dx = 0.

(e) Si f(x) es par, entonces f_LL f(z)dx = QfOL f(z) dz.
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9.5. Mostrar que cualquier funcién f(z) definida en [—L, L] se puede escribir como suma
f@)+ f(=2)  flz) = f(=2)
2 + 2 '

de una funcién par y una impar. Ayuda: f(z) =

9.6. Para cada una de las siguientes funciones definidas en [0, L], definir y graficar (a
mano) su extension par y su extensién impar a [— L, L], la funcién arreglada de la extensién
par y de la impar en [—L, L] y graficar su extensién periddica en [—3L,3L] (considerar
L=1).

(@) flx)=1, (b) flx)=2", () flx)=1-2
(d) f(x) = cos(mx), (e) f(x)=sen(mz).

9.7. Consideremos L = 1 y la funcién f(z) definida sobre el intervalo [0, 1] cuyo grafico
es el de la figura.

y = f(x) y = f(x) y = f()

(a) ! (b) 1 c) !

En cada caso por separado, graficar (a mano, aproximadamente) sobre el intervalo

[_3a 3]

» SE{, f(z), SF? f(x). Es decir, la suma de diez términos de la serie de Fourier de
senos de f y el limite de las sumas parciales, o la serie total de senos.

» SF{, f(z), SF® f(z). Es decir, la suma de diez términos de la serie de Fourier de
cosenos de f y el limite de las sumas parciales, o la serie total de cosenos.

Decir en qué casos se observa el fenémeno de Gibbs y en qué casos la convergencia es
uniforme.

9.8. Considerar el problema

Up = Ugy, O<z<l, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0.
u(z,0) = z(1 —z), 0<x<l1,

Usando el principio del méximo determinar una solucién aproximada uy(z, t) que cumpla

lu(z,t) — un(z,t)| <0,005, 0<z<L;t>0.
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9.9. Considerar el problema

Ut = Ugy, O<z<l, t>0,
uw(0,t) =1, wu(l,t) =2, t>0.
w(z,0) =z+1+2(1 —2), 0<z<1l,
(a) Usando el principio del méximo determinar una solucién aproximada uy(z,t) que

cumpla
lu(z,t) —un(z,t)] < 0,005, 0<z<L,t>0.

(b) Usando (la computadora y) la solucién aproximada del item anterior, determinar
aproximadamente) el valor de ¢, a partir del cual u(z,t) < 2 para todo t > .
proximadamente) el valor de to a partir del cual u(z, ) < 2 para todo ¢ > t

9.10. Considerar el problema

Up = DUy, O<ax<l, t>0,
uw(0,t) =1, wu.(1,t) =0, t>0.
u(z,0) = (z — 1)?, 0<x<l,

(a) Usando el principio del méximo (enunciado en el Problema 8.17) y el Teorema 9.23
determinar una solucién aproximada uy(z,t) que cumpla

lu(z,t) —un(z,t)| < 0,005, 0<zx<1, t>0.

b) Usando (la computadora la solucién aproximada del item anterior, determinar
y
(aproximadamente) el valor de t, a partir del cual u(z,t) > 0,5 para todo t > t.

Bibliografia complementaria

[Bleecker-Csordas 1996] Bleecker, D., Csordas, G., Basic Partial Differential Equations,
International Press, Cambridge, Massachusetts, 1996.

[Haberman 1998] Haberman, R., Elementary Applied Partial Differential Equations, Pren-
tice Hall, Upper Saddle River, NJ, 1998.
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Capitulo 10

La ecuaciéon de Laplace

Cuando consideramos la ecuacion de difusion sin término fuente, y con condiciones de
borde independientes del tiempo, el limite de las soluciones cuando t — oo es la solucion
de la ecuacion de estado estacionario. En el caso de coeficientes constantes resulta la
ecuacién de Laplace V2u = 0 con las condiciones de borde que provienen de la ecuaciéon de
difusién original. Cuando el dominio espacial es unidimensional (un intervalo) la ecuacién
de Laplace resulta u,, = 0 cuyas soluciones son las funciones lineales u(z) = ¢z + 3.
Imponer condiciones de borde es sencillo en esta situacion, y salvo el caso en que ambos
extremos tengan condiciones de borde de flujo prescripto, pueden hallarse siempre las
constantes c¢; y ¢o para que las condiciones de borde se cumplan, ver Seccion 8.5. En
este capitulo estudiaremos cémo resolver la ecuacion de Laplace en diferentes regiones del
plano y del espacio, y también veremos algunas propiedades cualitativas de las soluciones,
como el principio del maximo y la propiedad del valor medio.

10.1. Ecuacion de Laplace en un Rectangulo

Comenzamos resolviendo la ecuacién de Laplace en un rectangulo (0 < x < L, 0 <
y < H) cuando la temperatura estd prescripta en la frontera (borde) del mismo:

u  0%u

EDP: —+ — =
0x? * 0y?

0 O<z<L, O0<y<AH.

Consideraremos primero el caso de condiciones de borde de tipo Dirichlet. Como el borde
del rectangulo esta compuesto por cuatro segmentos, escribimos las condiciones de borde
de la siguiente manera:

CBI: u(0,y) = g1(y) O<y< H
CB2: uw(L,y) = g2(y) O<y<H
CB3: u(z,0) = fi(z) O<z<L
CB4: u(z, H) = fo(z) O<z<L

donde ¢1(y), 92(v), fi(z) y fa(z) son funciones dadas. Otras condiciones de borde serdan
presentadas en los ejercicios. En este caso, la EDP es lineal y homogénea pero las condi-
ciones de borde, aunque lineales, no son homogéneas. No podremos aplicar el método de
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separaciéon de variables a este problema tal como esta. La razon de esto es que al separar
variables, el problema a valores de borde que determina las constantes de separacién po-
sibles o autovalores debe tener condiciones de borde homogéneas. En este ejemplo, todas
las condiciones de borde son no-homogéneas.

Podemos superar esta dificultad ddndonos cuenta de que el problema original es no-
homogéneo debido a las cuatro condiciones de borde no-homogéneas. Utilizaremos el
principio de superposicion para desglosar nuestro problema en cuatro subproblemas, cada
uno de los cuales tiene s6lo una condicién no-homogénea. Escribimos

u(z,t) = uy(z, t) +ug(x,t) + ug(x, t) + ug(z, t),

donde cada una de las funciones w;(z, y) (i = 1,2, 3,4) satisface la ecuacién de Laplace con
una condicién de borde no-homogénea y las otras tres condiciones de borde homogéneas,
como se muestra en la Figura 10.1.

u= fo(x)

V2u =0

91(y)

u= fi(x)

u1

u; =0 ug =0
u|=0 U2

V2u, = + V2uy =

=0 ug| =0

ur = fi(z) uz =0

u3z = fa(x) ug =0

92(y) ug|=0 Uy
+ | Viuz = + | Vius =
ug =0 ugl = g1(y)
uz =0 ug =0

Figura 10.1: Ecuacion de Laplace dentro de un rectangulo

El método para hallar cualquiera de las w;(z,y) es el mismo; sélo algunos detalles
difieren. Haremos la resolucién para encontrar uy(z,y), y dejaremos los otros casos para

los ejercicios:

EDP:

CB1:
CB2:
CB3:
CB4:

Quy  OPuy 0
0x? oy?
us(0,) = 91(y)
ug(L,y) =0
uy(x,0) =0
ug(z, H) =0
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Nos proponemos resolver este problema por el método de separacién de variables. Comen-
zamos ignorando la condicién no-homogénea u4(0,y) = g1(y). Eventualmente sumaremos
soluciones producto para obtener esta condicion, pero por ahora la ignoraremos. Busca-
mos soluciones producto

ug(,y) = h(z)d(y),

que satisfagan las condiciones de borde homogéneas CB2, CB3 y CBA4. Estas nos dicen
que

h(L) =0, 6(0)=0,  ¢(H)=0.

Luego, la parte de la solucién dependiente de y, ¢(y) tiene dos condiciones de borde
homogéneas, mientras que la parte dependiente de x sélo tiene una. Si sustituimos la
solucién producto en la ecuacién de Laplace obtenemos

o(y)h"(z) + h(z)¢" (y) = 0.
Las variables pueden separarse dividiendo por h(x)¢(y), obteniendo
1 1
_h// )= ———
@ T o)

El lado izquierdo es sélo funcién de la variable x, mientras que el lado derecho depende
s6lo de y. Por lo tanto, ambos deben ser iguales a una constante de separacion. ;Qué usa-
mos? jA 6 —A7 Una de ellas es més conveniente. Si la constante de separaciéon fuera
negativa (como lo era antes), la ecuacién (10.1) implicaria que h(x) oscila (trigonométri-
ca) y ¢(y) es una combinacién de exponenciales. Pero las condiciones de borde para ¢(y)
indican que este caso no es posible. Por otro lado, si la constante de separacion fuera po-
sitiva, (10.1) implicaria que h(x) es combinacién de exponenciales y ¢(y) es combinacién
de senos y cosenos. Esto parece mas razonable dadas las condiciones de borde y entonces
introducimos la variable de separacién A (aunque no suponemos A > 0):

¢"(y). (10.1)

1o, 1
W@ W= 50

Obtenemos entonces dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

¢"(y) =\

h"(z) = Ah(x)
¢"(y) = —Ad(y).

El problema dependiente de la variable x no es un problema a valores en la frontera pues
no tiene dos condiciones homogéneas:

K'(z) = Ah(z)  R(L) = 0.

En cambio, el problema dependiente de la variable y si lo es y sera utilizado para deter-
minar los autovalores A

¢"(y) = -Aoy)  9(0)=0  ¢(H)=0.

Este problema a valores en la frontera es el mismo que hemos estudiado anteriormente,
con la tnica diferencia dada por la longitud del intervalo, que en este caso es H en lugar de
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L. Todos los autovalores son positivos A > 0. Las autofunciones son senos pues ¢(0) = 0.
Maés atin, la condicién ¢(H) = 0 implica que

nm 2 nmy
= (57) = sen Y. =1,2,3,....
i o(y) = sen i n
Para obtener soluciones producto, debemos ahora resolver la EDO para h(z) con la con-
diciéon de borde homogénea correspondiente y con A un autovalor de los ya encontrados.
Como A = (nm/H)?, la ecuacién resulta

nm

B () = <ﬁ)2h(a¢). (10.2)

La solucién general es una combinacion lineal de exponenciales, que también puede ex-
presarse como una combinacién lineal de funciones hiperbdlicas. Podriamos utilizar cual-
quiera de estas dos expresiones de la solucion general, pero ninguna de estas es la mas
apropiada para la condicién de borde h(L) = 0. Podemos encontrar la solucién que bus-
camos de un modo mas rapido y sencillo si observamos que las funciones trasladadas

nm(x — L)
H

nm(x — L)
h—— )
y sen 7

cosh
son soluciones linealmente independientes de (10.2). Por lo que la solucién general también
puede escribirse como (ver Ejercicios 6.8-6.9)
nm(x — L) nm(x — L)
h(x) = ay cosh ————= + ay senh ——.
() =y i as sen i
Resulta natural preguntarse ahora por qué es mas conveniente esta expresién de la solu-
cién general. Bien, si queremos forzar la condicién de borde h(L) = 0 obtenemos

L—-L L—-L
0 = h(L) = a; cosh L -+ a9 senh M = ay cosh0 + aysenh 0 = a,.
H H
De esto resulta a; = 0 y h(x) = ag senh w, una expresion sencilla de la solucion.

Las soluciones producto resultan entonces

nm(x — L)

=1,2,....
H ’ n ) <

ug(z,y) = by, sen % senh

Ahora queremos encontrar una soluciéon més general, para lo cual utilizamos el prin-
cipio de superposicién, obteniendo

— L
n;rjy senh nﬂ(i[_ ) .

ug(x,y) = Z b, sen
n=1

Una vez que tenemos esta solucion general, imponemos la condicién de borde no-homogénea
us(0,9) = g1 (y):

- nm nm(—L
us(0,y) = Z by, sen Hy senh (H ) = q1(y).
n=1
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Este es el mismo tipo de serie de senos que ya hemos discutido con una sola diferencia:
Antes teniamos los coeficientes b,, multiplicando a las funciones seno, pero ahora tenemos

b, senh ™5 multiplica a las funci tar que by, senh ™=L no depend
que b, senh === multiplica a las funciones seno (notar que b, senh =7~ no depende
de la variable y). Por ende, si llamamos B,, = b, senh @

en hallar B, tal que

nuestro problema consiste

nmy
E B, —= =

Luego, por lo que ya hemos visto en secciones anteriores

n H / gl Sen_dy7

y despejando b,, obtenemos

Bn 2 H nwy
by = _ v,
senh M H senh M /0 g1(y) sen — .

Es importante notar aqui que senh ——* n( 7é 0 y por ende b, esta bien definido para todo
n.
Por lo tanto, la solucién us(x,y) es la serie

- — L
y) = Z b, sen n;rjy senh mr(a}{ )

con sus coeficientes b,, dados por

2 H nmy
bn:—/ g1(y sen—dy
Hsenh% 0 1) H

10.2. Ecuacion de Laplace en un Disco

Consideramos ahora la ecuacion de Laplace en un disco de radio a con condiciones
de Dirichlet en el borde como se ilustra en la Figura 10.2. La geometria (forma) de
este problema sugiere el uso de coordenadas polares, es decir, escribir u = u(r,6). En
particular, en la circunferencia de radio r = a la distribucién de temperatura es una
funcién dada de la variable 6, u(a,8) = f(0).

Para intentar resolver este problema es necesario primero encontrar una expresion de

Pu  *u
Viu = 922 + m en coordenadas polares, para ello, recordamos que debemos escribir
x
u(r,0) =u(r(z,y),0(z,y)),
x =rcosb,
y =rsenf.

Las coordenadas polares coinciden con las coordenadas cilindricas (ignorando la variable
z, y llamando r a p) y entonces

VQ —1 2 @ _|_£ 1au —@+1@+i@
SilarUar ) Tae\vae ) [ T o2 T rar T r2oer
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u(a,0) = f(0)

Figura 10.2: Ecuacién de Laplace dentro
de un disco

El problema que queremos resolver es entonces

0*u  10u 1 0%u
EDP: — - —
or? + ror + 72 002

CB: u(a,0) = f(0), —T <0 <.

=0 O<r<a —rT<bf<m

A primera vista pareceria que no podemos utilizar el método de separacién de variables
porque no tenemos ninguna condicién de borde homogénea. Sin embargo, el utilizar coor-
denadas polares requiere una discusién acerca del método de separacion de variables que
nos ayudara a comprenderlo un poco mejor. Si resolvemos la ecuacion de Laplace en un
rectangulo, entonces se necesitan condiciones en los extremos de definicion de las varia-
bles, xt =0,z = L, y =0, y = H. Estos extremos coinciden con los bordes fisicos de la
placa rectangular que se considera. Por otro lado, para coordenadas polares, 0 < r < a,
—m < 6 < w. Matematicamente, se necesitan dos condiciones en los extremos r = 0,
r=a,y 0 =—m, 6 =m. La tnica condicion que corresponde a una frontera fisica es en
r = a. Por lo tanto todavia nos hace falta determinar condiciones de borde en r = 0 y
en # = +7. Para hallarlas utilizaremos consideraciones del problema fisico. Las coorde-
nadas polares son singulares en » = 0; por razones fisicas, pediremos que la incognita u
(temperatura, densidad) sea finita, o acotada alli:

acotacion de u en el origen: [u(0,0)] < co.

Atn nos falta definir condiciones en # = £7. Esto es similar a lo que ocurre en la situacién
del anillo circular. El extremo 6 = —7 corresponde al mismo punto de la placa circular que
0 = w. Aunque alli no hay realmente un borde de la placa, el hecho de que la temperatura
o densidad sea continua alli y que el flujo de calor o de masa en la direcciéon de 6 también
sea continuo, implica las siguientes condiciones de borde:

u(r, —m) = u(r,m) %(r, —m) = %(r, ).

Notamos que estas condiciones “de borde” son también lineales y homogéneas. De este
modo, el problema luce similar a la ecuacion de Laplace en un rectangulo: Hay cuatro
condiciones, de las cuales s6lo una es no-homogénea: u(a, ) = f(#). Aplicaremos entonces
el método de separacion de variables.
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Buscaremos soluciones producto

u(r, 0) = ¢(0)G(r),

que satisfagan la EDP y las tres condiciones de borde homogéneas (nuevamente ignoramos
momentaneamente la condicién no-homogénea). Las condiciones periédicas implican

¢(=m) =o(r)  ¢'(=m)=¢(m).

Si la funcién producto satisface la EDP se tiene que

BOIE" () + 600G (1) + G (6) =0

2

Multiplicando por m obtenemos
r?G"(r) +rG'(r) _ _gb“(@) _
G(r) o(0)

Hemos introducido la constante de separacién como A (en lugar de —\) porque hay dos
condiciones homogéneas para la funcion ¢ de la variable 6. El problema que determi-
nard los autovalores \ es

¢"(0) = —o(0), ¢(=m) =¢(m), ¢ (-7)=¢ ()

Los autovalores A se determinan del modo usual. En efecto, este es uno de los problemas
estandar que ya hemos resuelto, el del alambre circular, con L = «. Por lo tanto los

autovalores son )
nmw
= () =

con las autofunciones correspondientes
sennd Y cosnb.

El caso n = 0 debe también considerarse pues da la funcién constante.
El problema dependiente de la variable r es entonces

r2G"(r) +rG'(r) = n*G(r)

r*G"(r) +rG'(r) — n*G(r) = 0. (10.3)
La ecuacién (10.3) es lineal y homogénea pero tiene coeficientes no-constantes. Sin
embargo se puede resolver facilmente. La forma mas sencilla de resolver esta ecuacion,
es dandose cuenta de que para el operador diferencial en (10.3) la funcién G(r) = r? se
reproduce a st misma. Esto quiere decir que si reemplazamos r? en el lugar de G(r) en la
ecuacion (10.3) obtenemos un miltiplo de 7?. En efecto
p d°

d
= (rP) +r— () —n*rP =r*p(p— 1) rP 2+ rprP~t —n?y?

dr? dr
~ (=D +p—n)
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Luego nuestro problema se transforma en encontrar las potencias p para las cuales
p(p—1)+p—n*=0.

Pero
2

pp—1)+p—n*=p*—ptp-—n*=p’—n
y esta ultima expresiéon es igual a cero cuando p =n 6 p = —n. Si n # 0 estas raices son
distintas y las funciones r™ y r~" son linealmente independientes, por lo que la solucion
general resulta
G(r)=cr" 4+ cor .

El caso n = 0 es diferente, e igualmente importante porque A = 0 también es un autovalor.
Sin =0 la ecuacién (10.3) resulta

r*G"(r) +rG'(r) =0
que es equivalente a
rG"(r)+G'(r)=0
y también a
d

. (rG'(r)) =0

lo que a su vez equivale a decir que rG'(r) es constante. Luego G'(r) = const /7, integrando
obtenemos
G(r)=c +clnr.

Ya hemos discutido la condicién en r = 0 y hemos dicho que requeriremos |u(0,0)| <
00, lo que implica para la solucién producto que

1G(0)] < oo.

Si ahora observamos las soluciones generales obtenidas, vemos que la parte multiplicada
por ¢, tiende a oo cuando r — 0. Esto nos dice que co = 0 y luego la solucién general de
la parte dependiente de r es

G(r) = er”, n >0,

donde para n = 0 esta expresién se reduce a la constante c;.
Concluyendo, las soluciones producto que satisfacen las condiciones homogéneas son

r"cosnf (n>1) y r"sennf (n >0).

Por el principio de superposicién, la solucion general de la ecuacion de Laplace en el
circulo es

u(r,0) = Ap + Z A,r" cosnb + Z B,,r" sennf.

n=1 n=1
Para resolver la condicién de borde no-homogénea u(a, ) = f(0) los coeficientes A,,
B, tienen que ser determinados para que se satisfaga la igualdad

f(0) = Ao+ ZAna” cosnb + Z B,a" sennf, —r<0<m.

n=1 n=1
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Este problema es similar al que resolvimos en la Seccién 8.3. La tunica diferencia es que
aqui el papel de los coeficientes a,, y b, es jugado por A,a" y por B,a", respectivamente.
Usando las mismas férmulas integrales de esa seccién, obtenemos

1 s
AO—%/_Wf(H)dG
Ana”:l/ f(6) cosné db, n>1
7T —T
Bna”:l/ f(6)sennf db, n>1.
T™J_n

Como a™ # 0, la solucién de la ecuacién del calor en el disco de radio a con temperatura
prescripta u(a,f) = f(0) en la frontera es

u(r,0) = Ag + Z A,r" cosnf + Z B,,r" sennf,

n=1 n=1

donde los coeficientes A,, y B,, estan dados por

1 ™
AO:%/ﬂf(Q)de

1 ™
An:—/ f(0) cosnb db, n>1
Ta™ J_.
1 ™
B, = —/ f(0)sennb do, n > 1.
Ta™ J_.

10.3. Condicion de Compatibilidad para la Existen-
cia de Soluciones.

Podria presentarsenos el caso de querer resolver la ecuacién de Laplace con condiciones
de borde de flujo prescripto. En cuyo caso se indica el flujo —KVu - 7n, en lugar de la
temperatura w. Vimos en la Seccién 8.5 (en una dimensién) que si se prescribe el flujo en
ambos extremos podria no existir solucién estacionaria (cuando u,(0) # u,(L)). Veamos
que si se prescribe el flujo en la frontera, éste debe satisfacer una condicién necesaria
para que exista solucion: Supongamos que u es solucion de la ecuacién de Laplace en una
regiéon bidimensional Q. Luego V?u = 0 sobre toda esta regién, integrando obtenemos

0://Qv2udA://QV-(Vu)dA.

Por el teorema de la divergencia se tiene que / / V- (Vu)dA = Vu-nds, donde 0F2
Q

o0
denota la curva cerrada que rodea a €2 y 7 el vector normal exterior a 2. Luego

/ Vu-nds =0. (10.4)
o0
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Esto nos dice que si u es solucién de la ecuacién de Laplace (ecuacién de difusion estacio-
naria), el flujo de calor neto a través de la frontera debe ser cero. Esto también estd claro
desde el punto de vista fisico si pensamos en difusion de calor. Si el flujo de calor neto
a través de la frontera no fuera cero, habria cambio (en el tiempo) de la energia térmica
total dentro de la regién, violando la condicién de estado estacionario. La condicién (10.4)
se denomina condicion de compatibilidad para la ecuacion de Laplace.

Ejemplo 10.1. Consideremos la ecuacion de Laplace Vu=0en el rectangulo [0, L] x
[0, H] con las siguientes condiciones de borde

ux(0>y) = f(y)v ux<L’y) =0, uy(wao) =0, uy(va) = g(l’),

para 0 < x < L, 0 <y < H. Es decir, el flujo esta prescripto en el lado izquierdo (x = 0)
y en el lado superior (y = H). La condicién de compatibilidad (10.4) nos dice que

0= / Vu-nds
Bl

= /OL Vu(z,0) - (—7) dx + /OH Vu(L,y)-idy
—I—/OLVU(:U7H)-3da:+/OHVu(O,y)-(—f)dy

L H L H
= / —uy(x,0) dx—l—/ uz(L,y) dy+/ wy(z, H) d:v+/ —u,(0,y) dy.
0 0 0 0

Usando las condiciones de borde, obtenemos que la condiciéon de compatibilidad resulta

o= [ owars [ st

Es decir, el problema tiene solucién solo si

/OLQ(JJ) dz = /OH fy) dy.

Observacion 10.2. Notemos que si se cumple la condicién de compatibilidad en un
problema donde la condicion de borde sobre todo el borde es de tipo Neumann, entonces
el problema tiene infinitas soluciones. Todas ellas se obtienen sumando una constante a
una solucién dada.

10.4. Propiedades Cualitativas de la Ecuacion de La-
place

10.4.1. Propiedad del Valor Medio.

La solucién obtenida de la ecuacién de Laplace dentro de un circulo por el método
de separacién de variables nos permite observar un resultado importante. Si evaluamos
la funcién u en el origen (r = 0), vemos que

1 iy
uwz%:%[j@w
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es decir, la funcién u en el centro es igual al promedio de la temperatura en el borde del
circulo. Esta propiedad se conoce como propiedad del valor medio para la ecuacion
de Laplace y se cumple en general en el siguiente sentido.

Teorema 10.3 (Propiedad del valor medio). Sea u una funcién C? y arménica ﬁzu =0)
en una region Q de R2. Si el disco centrado en (xq,yo) de radio R estd completamente
(con borde) contenido en Q (ver Figura 10.3), y si denotamos con Cr a la circunferencia
de radio R, entonces

(e / 1 / uds
0:Y0) T 9%R longltud(CR)

=5 u(xog + Rcosb,yo + Rsend)db.
™

FEs decir, el valor de u(xo,yo) es igual al promedio de u sobre la circunferencia centrada
en (zo,%0) y radio R.

Figura 10.3: Circulo dentro de una regién
general. La circunferencia no toca el borde
de la region.

Demostracion. Observemos primero que por el teorema de la divergencia, si 0 < r < R,

entonces
/vu-ﬁds:// v-VUdA:// 72udA:0,
C, - -

donde D, denota el disco de centro (xg,yo) y radio r.
Definimos la funcién V(r) para 0 < r < R como el promedio de u sobre la circunfe-
rencia de centro (g, yo) y radio r. Es decir

1 1 27
V(r) = _/ uds = 2_/ u(zo + 1 cosb,yo + rsend)db. (10.5)
T Jo

2rr
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Entonces,

/ u(xo + rcos b, yo + rsend) db
7“ T on

um(xo +rcosf,yo+ rsenf)cosb + u,(ro + 7 cosb, yo + rsend)sen b df

"o

1 27T_ _ _
=5 Vu(zg +rcosb,yo + rsend) - (cosbi+ senbj) db

™ e e

/ Yu-nds = 0,
27rr

por (10.5). Por lo tanto V(r) es constante para 0 < r < Ry resulta que

1 1
V(R) = — ds = —————~ d
( ) IR CRU 5 longitud(CR) /CRU ’
1 1
_ K — lim —— ds = lim —————— ds.
Yo Vo) = i 5 | e o e [

Por otro lado, como los promedios sobre circunferencias que se encogen a un punto con-
vergen al valor de la funcién en ese punto

1
im ——
rir[l)%r longitud(C;.)

/ UdS :u(I07y0)a

T

y por lo tanto
1

R uds = u(xo, Yo)-

]

Aplicando la propiedad del valor medio a una temperatura en estado de equilibrio
obtenemos la siguiente afirmacion:

En estado de equilibrio (estacionario) la temperatura en cualquier punto interior a
) es igual al promedio de la temperatura alrededor de cualquier circulo (contenido
en ) centrado en ese mismo punto.

10.4.2. Principios del maximo

Como consecuencia de la propiedad del valor medio se obtiene el siguiente principio
del maximo.

Teorema 10.4 (Principio del mdximo fuerte). Sea u una funcién C* y armdnica en un
dominio conexo Q. Si alcanza su mdzximo en un punto interior (que no estd en el borde),
entonces u es constante.
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Demostracion. Sea M = maxqu y sea (zo,y) € € tal que u(zo,yo) = M. Sea ahora R
tal que el disco Dg con centro (zg,yo) y radio R estd completamente contenido en (2,

entonces ]
w(zo,yo) = M = — uds = promedio de u sobre Cg.
27TR Cr

Si existiera un punto sobre Cr donde u < M, entonces para que el promedio sea M,
deberia haber otros puntos sobre Cz donde u > M, pero esto es imposible pues M es el
maximo de u. Por lo tanto u = M en todos los puntos de C'g y esto se cumple para todo
radio R tal que Dr C €. En otras palabras, u = M en todo disco centrado en (z, yo)
contenido en €2.

Ahora, si tomamos (z7,y;) contenido en un disco de estos, resulta que también
u(xy,y1) = M y por lo tanto, u = M en todo disco contenido centrado en (x1,y1) v
contenido en (2. Repitiendo este argumento cubrimos €2 con discos donde u = M y resul-
ta que u = M en Q. O

Observacién 10.5. La prueba matematica rigurosa del principio del maximo fuerte para
funciones arménicas puede hacerse demostrando que el conjunto de puntos de §2 donde
u = M es abierto y cerrado en €2, y no vacio. Usando que €2 es conexo resulta que el
conjunto es todo 2.

Como consecuencia inmediata del principio del maximo fuerte obtenemos el principio
del maximo débil.

Teorema 10.6 (Principio del méximo débil). Sea Q una region acotada de R?. Si u es

una funcion C? en Q y armdnica (V% =0) en Q y es continua en ;== QUOIN entonces

mMAax u = max u,
a 59

es decir, el marimo se alcanza siempre en un punto del borde de €.

10.4.3. Unicidad y estabilidad de soluciones.

El principio del méximo es una herramienta muy importante para el andlisis de ecua-
ciones en derivadas parciales, especialmente al establecer propiedades cualitativas.
El primer resultado estd dado en la siguiente proposicion.

Proposicién 10.7 (Unicidad de soluciones). El problema de Dirichlet para la ecuacion
de Poisson

v2u:f en §)

(10.6)
u=gq en 0f)

tiene solucion unica.

Observacion 10.8. La ecuaciéon de Laplace es también una ecuaciéon de Poisson, con
término fuente f = 0.

Demostracion. Sean u; y ug soluciones del problema (10.6). Definimos entonces v =
uy — ug y resulta que v es solucién del problema de Laplace

V=0 en {2, v=0 en Of.

181



Por el principio del méximo, maxv = r%?’)xv = 0 y por lo tanto
Q

v(z) <0, para todo x € Q.

Por otro lado, —v = uy — u; también es solucion del mismo problema de Laplace y luego

—v(z) <0, para todo x € (,
o lo que es lo mismo
v(z) >0, para todo x € €.
Por lo tanto v(z) =0 en , o sea u; = usy en . O

De manera andloga puede demostrarse el siguiente teorema de estabilidad con respecto
a los valores de borde.

Teorema 10.9 (Estabilidad con respecto al dato de borde). Sean wuy, us soluciones de
la ecuacion de Poisson con el mismo término fuente, pero diferente valor de borde:

qul =f en €, Vzug =f en €,

(10.7)
UL = g1 en 052, Uy = Go en Of).

Entonces
MAax [u; — ug| < Max g1 — go
v a0

Antes de proceder a la demostracién vale la pena interpretar lo que este principio del
maximo significa en la practica. Supongamos que g; es el valor medido de la temperatura
en el borde de una regién y g es el valor real o exacto (g; es una aproximacion de gs).
Sea ahora u; la solucién de la ecuacion de Poisson con dato g; en el borde. Si us denota
la temperatura real en la region, entonces uy es la solucién de la ecuacién de Laplace
con dato gy en el borde. Pregunta: ;Cudn bien aproxima u; (solucién calculada) a wus
(temperatura real desconocida)? Respuesta: tan bien como g; aproxime a gs.

Demostracion del Teorema 10.9. Definamos (como en la demostracién de la proposicién
anterior) v = u; — uy. Entonces v es solucién de la ecuacién de Laplace con dato de borde
g1 — g2. Mas precisamente

=2
Vv=0 en (), v=g1 —¢go en 0.
Por el principio del maximo
MAaxv = Maxv = Max g; — ¢s < Max|g, — g
4 14 1dx g1 — g2 < mix |g1 — g,

y por lo tanto

v(x) < nééx lg1 — g2, para todo x € €.
Analogamente,
—ou(z) < I%%X lg1 — g2, para todo x € €.
Luego
—n(;)zsizx\gl — go] < w(x) = up(x) —us(x) < I%%X lg1 — g2, para todo x € ).
Por lo tanto max |u; — us| < méx |g; — gal. O
Q o0
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10.5. Ejercicios

10.1. Hallar la solucién de la ecuacion de Laplace dentro de un rectangulo 0 < x < L,
0 <y < H con las siguientes condiciones de borde (para 0 < x < L, 0 <y < H):

(@) 9205 =0, SULy) =0, uw0) =0, ulr.H) = f(x)
(b) 0.5 = gly), SHLy)=0, u(e.0)=0, ule,H)=0

10.2. Supongamos que u(z,y) es la solucién de la ecuacion de Laplace dentro del rectangu-
lo0<z<L,0<y< H con las condiciones de borde:

we0.9) =0, ws(Loy) =0, uy(2,0) =0, wy (e, H) = f(x).

(a) Sin resolver el problema, explicar la condicién de compatibilidad (sobre la funcién
f) para que este problema tenga solucién. Interpretar fisicamente.

(b) Resolver el problema por el método de separacién de variables. Mostrar que el método
sélo funciona bajo la condicién de la parte (a). Notar que queda una constante sin
determinar, es decir que puede tomar cualquier valor.

(c) Considerar la ecuacién del calor dependiente del tiempo vy = k(v,, + vy,) con condi-
cién inicial v(x,y,0) = g(z,y) y condiciones de borde

v(0,y,t) =0, v, (L,y,t) =0, wv,(x,0,t) =0, wv,(z,H,t)= f(z),

para 0 <z < L, 0 <y < H, t > 0, (las mismas que u). Demostrar que si v es una
solucién C2, entonces la energfa

E(t) = /OL /OHv(x,y,t) dy dx

se mantiene constantemente igual a fOL fOH g(z,y) dy dx para todo t > 0.

(d) Como dijimos antes, la solucién del item (b) tiene una constante arbitraria que queda
sin determinar. Determinarla considerando que u(z,y) es el estado estacionario de
la ecuacién (del calor) dependiente del tiempo del item (c). Es decir, suponer que

u(z,y) = th v(x,y,t). (limite uniforme)
—00
(Ayuda: la constante a determinar tiene que ver con la condicién inicial g(z,y).)

10.3. Resolver la ecuacién de Laplace dentro de un cuarto de circulo de radio 1 (0 < 6 <
7/2,0 <r < 1), sujeto a las condiciones de borde

ou

(a) %(r, 0)=0, wu(r,m/2)=0, u(l,0)= f(0)
(b) %(r, 0) =0, %(7‘, 7/2) =0, %(1,9) =g(0).

Mostrar que esta ultima solucion existe sélo si foﬂ/ 2 g(0) df = 0. {Hay solucién tnica?
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10.4. Resolver la ecuacién de Laplace fuera de un circulo de radio a sujeto a la condicién
de borde (en coord. polares) u(a,f) = f(0) (para —m < 6 < 7). Para este problema hace
falta imponer que u(r,d) permanece acotado cuando r — oo.

10.5. Resolver la ecuacién de Laplace en un anillo circular a < r < b sujeto a las
condiciones de borde
(a) u(a,0) = f(0), u(b 0)=0

ou

10.6. Considerar la ecuacién de Laplace dentro de un rectangulo 0 <z < L, 0 <y < H,
con las condiciones de borde

ou ou ou ou

%(an)zov %(L,y)zg(y), 8_y($70):07 a_y(xaﬂ):f(x)

¢ Cual es la condicién de compatibilidad (sobre f y g) para que exista solucién y cuédl es
su interpretacién fisica?

* 10.7. Demostrar rigurosamente el principio del maximo fuerte del Teorema 10.4 si-
guiendo la sugerencia de la Observacion 10.5.

* 10.8. Demostrar con un contraejemplo que si 2 no es acotado, entonces no vale el
principio del maximo débil (Teorema 10.6). Més precisamente, hallar un dominio €2 y
una funciéon arménica que valga cero en 0f) y resulte no acotada en §2.

Bibliografia complementaria

[Haberman 1998] Haberman, R., Elementary Applied Partial Differential Equations, Pren-
tice Hall, Upper Saddle River, NJ, 1998.

[Pinchover-Rubinstein 2005] Pinchover, Y., Rubinstein, J., An Introduction to Partial Dif-
ferential Equations, Cambridge Univbersity Press, New Yotk, 2005.
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Capitulo 11

La ecuacion de Ondas en una
dimension

Dada una cuerda elastica de densidad lineal constante p a tension constante Ty, ali-
neada con el eje x, el desplazamiento vertical u(x,t) del punto a distancia x del origen,
satisface la ecuaciéon

pug(x,t) = Ty Uy (z, ).

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de ondas unidimensional, y se obtiene después
de algunas simplificaciones que resultan de suponer pequenos desplazamientos y que
no hay desplazamiento horizontal. Los detalles pueden encontrarse en [Haberman 1998,

2

Weinberger 1995]. Usualmente se reemplaza = por ¢ con ¢ > (0 y la ecuacién resulta:
p

uy(x,t) = c? Uz (T, 1).

Dado que la ecuacién es de segundo orden en el tiempo, deben imponerse dos condi-
ciones iniciales: la posicion inicial y la velocidad inicial:

U(I,O) :f($), Ut(xvo) :g(*r)'

En las siguientes secciones hallaremos la solucién de esta ecuaciéon en un intervalo
infinito y en un intervalo acotado.

11.1. Solucion en R. Formula de D’Alembert

Si bien no existe una cuerda infinita, es también de interés resolver la ecuacién de
ondas en toda la recta real. Planteamos el problema con condiciones iniciales:

U (7, 1) = A Uge (2, 1), reR, t>0,
u(, 0) = f(2), reR, (1=0), (111)
ut(z,0) = g(z), reR, (t=0).

Una manera de encontrar la soluciéon de este problema es a través del cambio de
variables
w=x+ ct, z=x—ct.
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Buscamos entonces una solucién v(z, w) que satisfaga:
v(w,z) =v(x +ct,x — ct) = u(z,t).

Procedemos como en el Capitulo 7, cuando resolviamos ecuaciones de primer orden:
Hallamos primero u,, en términos de v, w, z:

Uy = Uy Wy + UV 2z
Uy = Vyp 1 + v, 1

Uy = Uy + Uy

Ugr = VwwWz + Uz 2z + VgyWs + Vyp 2y
Ugy = wal + Uwzl + Uzw]- + Uzzl

Ugzr = Vyww + 2vwz + Vs
Hallamos ahora w:

Up = Uy Wy + Uy 24
U = Uy €+ v, (—C)

Ut = CUy — CUy

Ut = C Uy Wt + CUyzRt — CUzppyWy — CVU, 2
Ugp = CUuy €+ CUy (—€) — CVyp ¢ — cV,, (—0)

Uy = € Vyy — Vs — C 0z + 02
Ut = C* Vo — 2 Vyyr + 0.
La ecuacion uy — ¢ uy, = 0 se transforma en —4c?v,,, = 0, que es equivalente a
Uz = 0.
Integrando primero respecto de z obtenemos
Uw(w? Z) = Cl(U)):

con C(w) una funcién de la variable w. Integrando esta ultima expresién respecto de w
obtenemos

v(w, z) = Ca(2) + Cy(w),

donde C; es una primitiva o antiderivada de Cy. En sintesis, v(w, z) es la suma de dos
funciones, una que depende de w = x + ct y otra que depende de z = x — c¢t. Podemos
decir entonces que

u(z,t) = F(x +ct) + G(x — ct).

Imponemos ahora las condiciones iniciales: La primera u(x,0) = f(z) implica que
f(z) = F(z) + G(x).
La segunda involucra a u;, entonces vemos primero que

u(x,t) = F'(x + ct)e+ G'(x — ct)(—c) = cF'(z + ct) — cG'(z — ct),
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luego debe cumplirse que
9(z) = w(x,0) = cF'(x) — cG'(z) = (F'(z) — G'(x)),

que se cumple cuando
| otords = c(F@) - Gla))
0

Por lo tanto, F'(z) y G(z) deben cumplir el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas (f(z) y g(x) son datos conocidos):

F(z) + G(x) = f(x)

Luego, la solucién u(z,t) = F(x + ct) + G(x — ct) resulta

et = g [+ 2 [ g+ [ie-en -1 [ oas

_fetetfla—et) 1 Uo””g(s) ds — /OI"”g(S) ds} |

2 2c

T+ct r—ct r+tct
Como / g(s)ds — / g(s)ds = / g(x) ds resulta
0 0 T

—ct

u(w,t) = f($+ct);f(x— ct) +2ic/m+ct

r—ct

Esta férmula da la solucién de la ecuacion de ondas (11.1) y se conoce como Férmula
de D’Alembert.

Dominio de dependencia y dominio de influencia. Adema&s de decir cudl es la
solucién de la ecuacion de ondas en R, la férmula de D’Alembert nos permite determinar
lo que se conoce como dominio de dependencia y dominio de influencia de las condiciones
iniciales. Observemos que para determinar el valor de u(zo, ty) sélo se usa el valor de f(x)
enx =19+ ctyyen x=x9— cty, y de la funcién g(z) se usa su valor sobre el intervalo
[xg — cty, g + cto]. Es decir:
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Cpx

—~

zo, to)

NN

xOLctO a:b+ct0 a b

Figura 11.1: Dominio de dependencia y de influencia para la ecuacién de ondas.

El valor de u(xg,to) depende de los datos iniciales en [xg — ctg, 2o + cto]. El intervalo
[zg — cto, o + ctp] se denomina dominio de dependencia de la solucion en (zo, ty).

Por otro lado, los valores de los datos iniciales f(z) y g(x) sobre el intervalo [a, b] s6lo
influirdn sobre los puntos (z,t) que estén sobre el cono de influencia:

Clap) = {(z,t);a—ct <z <b+ct, t >0}

11.2. Cuerda vibrante con extremos fijos

Planteamos ahora la ecuacién de ondas en un intervalo, que modela el desplazamiento
vertical de una cuerda elastica de longitud L, sujetada en ambos extremos, como la cuerda
de una guitarra:

U (2, 1) = A Uge(,1), O<z<L, t>0,
u(0,t) =0, t >0,

u(L,t) =0, t>0, (11.2)
u(z,0) = f(z), O<z<L, (t=0),

ut(z,0) = g(z), O<z<L, (t=0).

Intentamos resolverla por el método de separacion de variables. Para ello, ignoramos
momentdneamente las condiciones iniciales y buscamos soluciones de la forma u(z,t) =
é(x)h(t). La ecuacién diferencial uy = c?u,, implica

$(x)h"(t) = *¢"(2)h(t),

que es equivalente a

1R _ )

Sh(t) ~ ole)
y se cumple siempre que ambos lados sean iguales a la misma constante —\. Las condicio-
nes de borde u(0,t) = 0y u(L,t) = 0 implican que ¢(0) = 0, y ¢(L) = 0 pues queremos
soluciones no triviales.
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Los autovalores \ se determinan hallando todas las soluciones no triviales de
" () =-Aop(z), 0<z<L, #(0) =0, ¢(L)=0.

Ya hemos resuelto este problema de autovalores antes, y hemos hallado que

2
)\n:<%> ) ¢n(x)zsen?a n:172737""

Debemos ahora hallar las funciones h,(t) correspondientes a cada A,. La ecuacién que
debe resolver h,(t) es

R (t) = =X ¢ by (1),
o, reemplazando el valor de \,,

nmwc

) =~ (“7°) hate),

cuya solucién general es

nmct nmct
hn(t) = a, cos T + b, sen T
L
Las soluciones de variables separables son entonces
(2,1) nmy nmct b nmct 193
Up(x,t) = sen — | a, cos n Sen , n=12,3....
L L L

Superponiendo soluciones obtenemos la solucién mas general

ad nmwT nmct nmct
u(z,t) = Sell —— | @y, CO8 — -+ b, sen )

n=1

Observamos ahora que a diferencia de la ecuacion de difusién, las soluciones son ahora
oscilantes, y dados los coeficientes a,,, b,, nunca existird lim; ., u(x,t).

Al imponer las condiciones iniciales quedaran determinados los coeficientes a,,, b,,
dependiendo del desplazamiento inicial f(z) y de la velocidad inicial g(z). Por un lado,

o o
nmwx nmcl nmcl nmwx
u(zx,0) = sen — | a,, cos —— —+b,, sen = E G SED——.

L L L
n=1 N—— N—— n=1
1 0
Por lo tanto, debe cumplirse que
- nmw
f(x)_;ansen L )

2 L
lo que se logra tomando a,, = 7 / f(z)sen ? Por otro lado,
0

nmct nmct
u(z,t) = sen —— <—ann7rcL sen 7 + b,nmcL cos 7 ) ,
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y entonces

u(x,0) = Z sen _nzx ( —a, n;rc sen n7;c +b,, n;rc coS n7;c ) = Z bnnTm sen _nzx
0 1

n=1

La segunda condicion inicial se cumple entonces cuando
> nmc nmx
g(x) = Z bnT sen —-—,
n=1
y esto se logra tomando
nre 2 [* nmT
by—— = —/ g(z) sen — dx,
0 L

0, lo que es lo mismo

nmx

L
bn——/ g(x)sen — dx, n=123,....
0 L

Resumiendo:

La solucién de (11.2) es

- nmwx nmct nmct
u(z,t) =Y sen— [ a,cos + b, sen .

L L L

n=1

con

2 " 2 [*
(ln:z/ov f(l’)Sen%a bn:_ g(x)sen?d:c, n:17273""'

Observacién 11.1. Las frecuencias de oscilacién 7%, n = 1,2,..., se llaman modos de

vibracién de la cuerda. La primera frecuencia de oscilacién (que se obtiene con n = 1) es

T T
L L\ p’

y se llama modo principal de vibracion de la cuerda. En el caso de una cuerda amortiguada
como las reales de una guitarra por ejemplo, este primer modo de vibracion es muy
aproximado a la frecuencia de vibracién que mas perdura en el tiempo.

Notemos que el modo principal de vibracién aumenta cuando aumenta la tension Tj,
lo que equivale a un sonido més agudo de una cuerda de guitarra al aumentar la tension
por medio de las clavijas.

También se escucha un sonido mas agudo cuando se disminuye la longitud de las
cuerdas por ejemplo apoyando los dedos en los trastes de la guitarra, esto equivale a
disminuir L, lo que también aumenta el modo principal de vibracion.

En una guitarra, la densidad de las cuerdas es mayor cuanto més arriba se encuentran,
vemos que el modo principal de vibracién disminuye al aumentar la densidad. Esto se
corresponde con un sonido més grave de las cuerdas superiores.
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11.3. Ejercicios
11.1. Considerar la ecuacién de ondas
uy(z,t) = Cug,(z,t), 7€R, tER,
(a) Mostrar que si F'y G son funciones C? definidas en R, entonces
u(z,t) = Fx+ct) + Gx —ct), zeR, teR,

es solucién. Se dice entonces que u(x,t) es una superposiciéon de ondas viajeras. ;Por
qué?

(b) Hallar formulas para F'y G para que la solucién u(x,t) cumpla con las condiciones
iniciales

u(z,0) = e u(z,0) =0, r € R.

(c) Para ¢ = 3, graficar aproximadamente la solucién u(z,t) como funcién de x para
t=1,t=2yt=3.

(d) ;Qué diferencia se observaria en los graficos si ¢ fuera 6 en lugar de 37
11.2. Consideremos una cuerda vibrante levemente amortiguada que satisface
puy = Toty, — Py, 0<zxz <L, >0,

con 3 el pardmetro de rozamiento suficientemente pequenio (que cumple 0 < 3?2 <
4pTym?/L?). Hallar la solucién que satisface las siguientes condiciones de borde y condi-
ciones iniciales

w(©,8) =0 w(L,t)=0, t=0,  u(z,0)=f(z), w(r,0)=g(x), 0<z<L.
Avyuda: Al proponer la solucién por variables separadas se obtiene

P (1) + B (1) _ ¢"(2)
Toh() o)

Las autofunciones ¢, (z) y los autovalores A, son los mismos que antes, y las soluciones h deben
satisfacer

nm

2
ph!'(t) + B (t) = — (f) Toh(t).

Resolver esta ecuacién ordinaria proponiendo h(t) = e’. La condicién dada sobre 3 en el
enunciado implicard que las soluciones 71, o de la ecuacién caracteristica son complejas.

Bibliografia complementaria

[Haberman 1998] Haberman, R., Elementary Applied Partial Differential Equations, Pren-
tice Hall, Upper Saddle River, NJ, 1998.

[Weinberger 1995] Weinberger, H.F., A First Course in Partial Differential Equations:
with Complex Variables and Transform Methods, Dover Publications Inc., 1995.
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Capitulo 12

Ecuaciones en mas variables
independientes.

12.1. Difusion en dos dimensiones

La ecuacién de difusién en un dominio bidimensional €2 (de forma arbitraria) es

(ED) w(z,y;t) = k:72u(x,y; t) (x,y) €Q, t>0
(C'B) u(z,y;t) =0 (x,y) €09, t>0 (12.1)
(CT) u(z,y;0) = f(z,y) (r,y) €Q, (t=0).

Hemos considerado aqui condiciones de borde (CB) de tipo Dirichlet o de valor prescripto,
y recordemos que ﬁ%(x, Yit) = Upe (2, Y5 t) + uyy(x, Y5 t).

Separacién de la variable tiempo. Si procedemos con el método de separacion, pero
solo separando la variable tiempo, dejando las variables espaciales en una misma funcion,
proponemos una solucion de la siguiente forma:

u(z, y;t) = h(t) ¢(z, y).

Si esta u(x,y;t) es solucién de la ecuacién de difusién (12.1), entonces debe ocurrir que

1) Vo(x,y)
B olry)

Como los miembros izquierdo y derecho de la ultima igualdad dependen de diferentes
variables independientes, deben igualar a una misma constante —\. Es decir

W(t) = —kNA(t),  V(z,y) = —Ao(x,y).

Para que u(z,y;t) cumpla la condicién de borde (C'B) y no sea la solucién trivial, debe
cumplirse que

W) d(a,y) = kh(t) Vg(zy) =

h(t)p(z,y) =0, (x,y) €0, t>0 — o(z,y) =0, (z,y) € 0.

Arribamos entonces al siguiente problema de autovalores para el Laplaciano:
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Hallar A € Ry ¢(z,y) # 0 tal que

72q§ = —\o, en {2,
=0 en Of).

En las siguientes secciones resolveremos este problema de autovalores para algunas
formas concretas simples. Lo que se cumple en general para geometrias arbitrarias (con
borde suave a trozos) es el siguiente teorema, cuya demostracion queda fuera del alcance
de este curso.

Teorema 12.1. Dado un dominio (1, existe una sucesion de autovalores
0</\1<)\2§)\3§/\4§"'—>OO,
y correspondientes autofunciones

¢17 ¢2, ¢37 ¢47"'7

que satisfacen lo siguiente:

//¢n¢md14 Sin#m, n,m:1,2,3,....
H(anQ #0 Sin:ma

» Para cada f continua en Q y C' a trozos sobre Q, se cumple que

= Zan ¢n($a y)7
n=1

1
si an:—Q/ flx,y) dn(z,y)dA, n=1,2,3,....
[onll* J Ja

En el teorema anterior hemos usado la notacién ||¢,|*> = / [fn(2)]? dA.
Q

Observacién 12.2. En el caso unidimensional Q = (0, L), las autofunciones ¢, (z) y los
autovalores A, son

2
)\n:(%> : ¢n(x):senw, n=12,....

En este caso sencillo, sabemos que ||¢,[|* = =, y por eso la férmula para el célculo de los

) ) nmwL
coeficientes de Fourier de senos es a,, = / f(z)sen — dux.

El teorema garantiza la existencia de autovalores y autofunciones para el Laplaciano.
Ademds, cualquier funcién continua y C! a trozos se puede aproximar por combinaciones
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lineales de autofunciones. En las siguientes secciones veremos ejemplos de autovalores y
autofunciones para diferentes geometrias. Ahora continuemos con la ecuacién de difusion.
Para cada autovalor A, deberemos luego resolver la ecuacion

Rl () = —An k ha(t), t> 0.
Las soluciones de este problema son
ho(t) = a,e™ ",

Asi, aunque no conozcamos los autovalores )\, y sus autofunciones ¢, sabemos que las
soluciones de variables separables son

Up(z,y;t) = angbn(zv,y)e_k)‘"t, n=123,....

Una solucién mas general se obtiene sumando las de variables separables, es decir
u(@,y;t) = anda(z, y)e
n=1
La condicién inicial u(z,y;0) = f(z,y) equivale a

D antn(ry) = flzy),  (v.y) €Q,

1
que acorde al Teorema 12.1 se cumplird si elegimos a,, = W / flx,y)on(z,y) dA,
n Q

n=12,3,....
Resumiendo:

La solucién de (12.1) es

u(x,y;t Zand)n z,y)e

con a, =

1
B Hg/Qf(x,yWn(x,y)dA,n:1’273’_.“

12.2. Ondas en dos dimensiones

La ecuacién de ondas en un dominio bidimensional €2 (de forma arbitraria) es

(
(ED) gz, y:t) = AV u(z,y;t) (x,y) € t>0
(CB) u(z,y;t) =0 (x,y) € 89 t>0
(12.2)
(Ch) u(z,y;0) = f(z,y) (z,y) € (t=0).
(Cl) w(z,y;0) = g(z,y) (z,y) € Q, (t=0).

Esta ecuacién modela por ejemplo la vibraciéon de una membrana en posiciéon horizontal
(alineada con el plano zy), donde u(x, y; t) denota el desplazamiento vertical (en direccién
al eje z).
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Separacién de la variable tiempo Si procedemos—como en la secciéon anterior—con
el método de separacion, pero solo separando la variable tiempo, dejando las variables
espaciales en una misma funcién, proponemos una solucién u(z,y;t) = h(t) ¢(z,y) para
la ecuacién de ondas (12.2). Entonces debe ocurrir que

1RV l,y)
A h{t) ~ olw,y)

Como los miembros izquierdo y derecho de la igualdad anterior dependen de diferentes
variables independientes, deben igualar ambos a una misma constante —\. Es decir

W'(t) = —EAR(t), VYV o(z,y) = —Ao(z,y).

Para que u(z,y;t) cumpla la condicién de borde (C'B) y no sea la solucién trivial, debe
cumplirse que

W) dla,y) = ERV (2y) =

h(t)p(x,y) =0, (z,y) €I, t>0 — o(z,y) =0, (x,y) € 0.

Arribamos entonces al siguiente problema de autovalores para el Laplaciano:

Hallar A € R y ¢(x,y) # 0 tal que

Vo= —\o, en Q,
¢ =0 en 9.

Este es el mismo problema de autovalores al que llegamos en la seccién anterior, y
por lo tanto sigue valiendo el Teorema 12.1
Para cada autovalor A, deberemos luego resolver la ecuacion

RI(t) = =M\, ho(t),  t>0.
Como los autovalores A, son todos positivos, las soluciones de este problema son

() = @y cos(cr/Ant) + by sen(cy/Ant).

Asi, aunque no conozcamos los autovalores ), y sus autofunciones ¢, sabemos que las
soluciones de variables separables son

un(z,y;t) = dn(z,y) (an cos(cy/Ant) + by, sen(c\//\_nt)> : n=123,....

Obtenemos una soluciéon mas general sumando las de variables separables, es decir

u(z,y;t) = Z On(z,y) (an cos(cv/ Ant) + by, sen(cy/ )\nt)> .
n=1
La ecuacién de ondas tiene dos condiciones iniciales:
u(z,y;0) = flz,y) vy wlz,y;0) =g(z,y).
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Al imponer la primera, recordando que cos0 = 1 y que sen 0 = 0, obtenemos

D antn(ry) = fly),  (vy) €Q,

n=1

1
que acorde al Teorema 12.1 se cumplird si elegimos a,, = W / flx,y)o"(z,y) dA,
n Q

n=123,....
Para imponer la segunda necesitamos primero calcular w;(z, y;t)

(x,y;1) Z(bn z,y) (—anC\/)\_nsen(C\/)\_nt) + bnc\/A_ncos(C\/)\—nt)) )

Ahora si, la condicién inicial u(x,y;0) = g(z,y) se lee

Z(z)n(xvy)bnc\/)\_n:g(xay)v ('xay> 697
n=1

1 1

que acorde al Teorema 12.1 se cumplira si elegimos b,, = ———— / / g(x,y)on(x,y) dA,
Lo [6nll* ev/An J Jo

n=123,....

Resumiendo:

La solucion de (12.2) es

u(z,y;t Zgzﬁnxy (ancos C\/_t + b, sen c\/_t>

con

1 11

n: , W , dA bn: - , n 7 dA
a ENE /Qf(:v y)o" (z,y) y e //Qg(x )" (z,y)
n=123....

12.3. Problema de autovalores en un rectangulo

Consideremos en esta seccion el problema de autovalores que aparecié en las secciones
anteriores, pero considerando el dominio concreto y simple 2 = (0, L) x (0, H). Es decir,
consideramos el problema de hallar A € R y ¢(z,y) no trivial que satisfagan

Gpaw + Pyy = — A0, O<z<L, O0<y<H,
¢(0,y) =0, 0<y<H,
o(L,y) =0, 0<y<H, (12.3)
o(x,0) =0, 0<x<L,
¢z, H) =0, O0<z<L.
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Recordemos que tanto A como ¢(x,y) son incognitas de este problema, y dada la
simplicidad de las condiciones de borde, tratemos de encontrar soluciones con ¢(x,y) de
variables separables. Es decir, buscamos soluciones de la forma

o(x,y) = f(x)g(y).

Como T23(, ) = deal,4) + 64y (5,9) = F/(2)9(y)+ F(2)g" (1), resulta que queremos
hallar f(z), g(y) no triviales y A € R que satisfagan

f(@)g(y) + f(2)g"(y) = =M f(x)g(y),

es decir,

f//(x) g//(y) f//(x) gll<y)

I oy = Lo -

flx)  g(y) f(x) gly)”

Los miembros derecho e izquierdo de la ultima igualdad son funciones de diferentes va-
riables, y por lo tanto, ambos miembros deben ser iguales a una misma constante de
separacién que llamaremos —pu. Por otro lado, las condiciones de borde implican que
f(0) = f(L) =0y g(0) = g(H) = 0. El problema de hallar autovalores y autofunciones
de variables separables para el rectangulo (0, L) x (0, H) resulta entonces:

Hallar funciones f(z), g(y) y valores A € R, y u € R que satisfagan:

%:‘“’ 0<ax<L,  f(0)=f(L)=0,
9"(y) (12.4)
o)~ Qe 0<y<H.g(0)=g(m) =0

La ecuacion para f(x) resulta
f'(@) =—pf(z), 0<z<L,  f(0)=f(L)=0,

nmwr nm 2
que tiene solucién no trivial f(z) = sen % para p = (%) ,n=12,....

nm

7 )2 debemos hallar todos los ntimeros A y

Para cada uno de estos valores de u,, = (
funciones no nulas g(y) tales que

nm 2
70 === () st 0<u<m g0 =gt o
Este problema es del mismo tipo que el anterior, y tendra solucién no trivial g,,(y) =
sen 7 siempre que

nm\ 2 mm\ 2
A_<_) :(_> , =1,2,....
=GR
Por lo tanto, los valores A para los que el problema (12.3) tiene solucién no trivial ¢(x,y) =
f(x)g(y) son los de la forma

2 2
Anm:<%> +(%) C am=123,. ..
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y sus correspondientes autofunciones son

nmwx mmy
nm (2, Y) = sen — se )
Grm(T,y) D ——sen —

Es facil ver que

LH )
||gbnm||2:§5 si k=ny l=m

0 en c.o.c.

[ vt st gy a1 =
Q

A diferencia del Teorema 12.1 los autovalores estan indexados por dos indices n y m,
en lugar de uno. Podriamos ordenarlos y numerarlos con un solo indice de ser necesario,

pero esto no hace falta en la préactica, ademas el orden dependera de cuanto valgan L y
H. Veamos lo que ocurre en el problema de difusién y en el de ondas.

Difusién en una placa rectangular. Si consideramos el problema (12.1) en =
(0, L) x (0, H), lo visto en la seccién anterior nos permite decir que la solucién es

oo 00 2 e
U(.T,y;t) = Z anmsenniLxsen m;;ye_k{(L) +< H ) ]t
n=1 m=1

con

Apm = LH//fxysen—senm;ydydx, n,m=1,2,....

Vibracién de una membrana rectangular. Si consideramos el problema (12.2) en
Q= (0,L) x (0, H), lo visto en la seccién anterior nos permite decir que la solucién es

u(z,y;t) = Z Z sen nLLx sen % [@pm COS(CWhm t) + by sen(cwy, m t)]
n=1m=1

nm = T ) f(z,y) Sen —— sen m;; dy dx,
y
1 4 L H
by = o TH i /0 g(x,y) sen n_zm sen mHﬂy dy dz,
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12.4. Problema de autovalores en el disco. Funciones
de Bessel

12.4.1. El caso general

Consideremos en esta seccion el problema de autovalores para el Laplaciano con con-
diciones de borde Dirichlet en el circulo de radio R. Si utilizamos coordenadas polares
(r,0), el problema resulta: Hallar A € R y ¢(r, 0) no trivial que satisfagan

0? 10 1 02
6, 106, 10% _

72 T T 2o -\, O<r<R, —-wm<#6<m,
(b(r? _ﬂ-) = ¢(T, 7T) 0<r< R7
d¢ _0¢ (12.5)
ae(r,—w)—ae(r,w) 0<r<R,
o(R,0)=0 —rT<0<m,
|$(0,0)] < oo —T<0<m.
Busquemos nuevamente autofunciones de variables separables ¢(r,0) = f(r)g(6).

Deseamos entonces hallar funciones no triviales f(r), g(#) y nimeros A que satisfagan:

Fr)96) + - £ ()g(6) + 5 7(r)g" () = ~Af(r)g(6).

2

Multiplicando por —f "ol 9>, obtenemos
r?f(r) +rf'(r) | g"(0) > r2f"(r) +rf'(r) + Xr? f(r) q"(0)
= —Ar = — .
) I 70 9(0)

Los miembros derecho e izquierdo de la ultima igualdad son funciones de diferentes
variables, y por lo tanto, ambos miembros deben ser iguales a una misma constante
de separacion que llamaremos p. Por otro lado, las condiciones de borde implican que
|f(0)] < o0, f(R)=0, g(—7) = g(m) y ¢(—m) = ¢'(7). El problema de hallar autovalores
y autofunciones de variables separables para el disco de radio R resulta entonces:

Hallar funciones no nulas f(r), g(6) y valores A € R, y u € R que satisfagan:

r2f"(x) + rf'(x) + Ar?f(r)
f(r)

= 0<r<R, [f0)] <oo, f(R)=0,

gy — TS 0<m g(=m)=g(r) ¢(-m)=g ().

Una de estas ecuaciones ya hemos resuelto anteriormente, y es la ecuacién para g(f),
que determina los valores = n? n =0,1,2,... con correspondientes autofunciones

g0(0) =1, gL(0) = cosnfl, g(0) =sennb, n=1273,....

199



Para cada valor de u = n?, n =0,1,2,..., debemos hallar todos los valores A € R y
funciones no nulas f(r) tales que

r2fr) +rf () S AP f(r) = pf(r), 0<r <R, [f(0)]<oo, f(R)=0,
o bien, reemplazando p por n?, n =0,1,2,...,
P2 () +rf (r)+ (A —=n?)f(r) =0, 0<r<R, |f(0)] <0, f(R)=0. (12.6)

Para resolver este problema a valores de borde hacemos el cambio de variables z = VA r

y la identificacién F(z) = f(r), o sea F(z) = F(v/Ar) y f(r) = f(a/v/)\), entonces
F(r) = fo(r) = Fu(2)z, = F'(2)VA,  y andlogamente  f"(r) = AF"(2).
Luego, la ecuacién para f(r) se transforma en
P2F(2)+2F'(2) + (2> —=n*)F(z) =0, (12.7)

que se conoce como Ecuacion Diferencial de Bessel de orden n. Las soluciones de esta
ecuacion se llaman funciones de Bessel, y se describen a continuacion.

Funciones de Bessel. La ecuacién de Bessel de orden n es una ecuacion de segundo
grado, y para cadan = 0,1,2,... tiene dos soluciones linealmente independientes, usual-
mente denotadas por J,(2) v Y,(z). La funcién J,(z) se denomina funciéon de Bessel de
primera especie de orden n, y la funcién Y, (2) se denomina funcién de Bessel de segunda
especie de orden n. Hay varias definiciones equivalentes, pero a efectos de conocerlas un
poco escribimos las siguientes, validas paran =0,1,2,...:

1 ™
Ju(2) = —/ cos(nt — zsent) dt,
- 1 [ (12.8)
Ya(2) = —/ sen(zsent —nt) dt — —/ [@”t + (_]_)ne—nt]e—zsenht dt.
0 0

T

Su definicién precisa no es tan importante para este curso, dado que vienen implementadas
en diferentes bibliotecas de software!. Lo importante es saber algunas de sus propiedades:

, 1, sin=0,
) hm‘]”(z):{o sin=12

» lim Y, (2) = —00, n=0,1,2,....

z—0t

» lim J,(2)= lim Y,(2)=0, n=012,....

zZ2—-+00 zZ2—-+00

» J,(2) y Y,.(2) son funciones oscilatorias, y oscilan indefinidamente a medida que z
crece (ver Figura 12.1).
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Figura 12.1: Gréfico de las funciones de Bessel de primera especie J,,(2) (izquierda) y de
segunda especie Y,,(z) (derecha) para n =0,1,2,3.

Teniendo las funciones de Bessel de primera y segunda especie, llegamos a que la
solucién general de la ecuacién de Bessel de orden n (12.7) es

F(z) =aJ,(2) +bY,(2), 0<z< o0,

con a, b constantes arbitrarias. Luego, la solucién general de la ecuacion diferencial
en (12.6) es

Fr) = a Ju(VAr) + bY,(VAT).

La condicién de borde |f(0)] < oo implica b = 0 pues lim Y, (V/Ar) = —oo. Luego la

r—0t
solucién de (12.6) que cumple la condicién de borde |f(0)] < oo es

f(r) = aJu(VAr),
y la condicién de borde f(R) = 0 se cumplird (con solucién no trivial) siempre que
J.(VAR) =0,

es decir, siempre que VAR sea un cero de Jn(2). Para escribir lo que sigue mds preci-
samente, denotemos con z,,, al m-ésimo cero positivo de la funcién de Bessel J,, que
acorde a lo que dijimos anteriormente son infinitos (ver Figura 12.2). Entonces para cada
n=20,1,2,... existen infinitos autovalores )\, ,,, que son

= (52)'

con correspondientes autofunciones

fam(r) = Jn(znmr), m=12.... (12.9)

'En MATLAB y en Mathematica se llaman besselj y bessely; en wxMaxima se llaman bessel_j y
bessel_y.
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Figura 12.2: Grafico de las funciones de Bessel de primera especie Jy(z) (izquierda) y Ji(2)
(derecha) y de los ceros zom, 21m, m =1,2,....

1 : 1 :
o —Jo(zo1 1) —Ji(z117)
—Jo(z027) — Ji(z127)
—Jo(z037) ) — Ji(zi37)
e
0.5¢ \ 8 0.5f / -
\
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\\ 7
-0.5r 1 -0.51
1 ‘ ‘ ‘ ‘ -1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 12.3: Gréfico de funciones de Bessel de primera especie escaladas fom(r) =
Jo(zom ) (izquierda) y fim(r) = Ji(z1m ) (derecha) para m = 1,2, 3, tomando R = 1.
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Es importante destacar que fijado el n, las funciones f,,, resultan ortogonales con el
peso r sobre el intervalo [0, R], mas precisamente (ver Ejercicio 12.5)

/R Frmy (1) fromg (r) 7 dr = 0, si my # mao. (12.10)
0

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado:

Los autovalores y las autofunciones de (12.5) estan dados por

L (1 0) = J, Fnm, cos nb,
nm R
(7, 0) = Jn(zn?mr) sen nd, m=1,23,...,

donde J, es la funcién de Bessel de orden n de primera especie, y z,,, es el m-ésimo
cero positivo de J,,.

Como consecuencia de la ortogonalidad que ya conocemos de los senos y cosenos, y
la ortogonalidad de las funciones de Bessel (12.10) obtenemos la ortogonalidad de las
autofunciones de (12.5) (ver ejercicio 12.6)

. T R . .
/ X fddA:/ / O, 0)P1 ,(r, ) rdrdd =0, sii#joén#kbém#L.
D —m JO
" (12.11)

Difusién en el disco. Si consideramos el problema (12.1) en Q = Dg, lo visto en la
seccion anterior nos permite decir que la solucion es

00 o2
ulr,0:0) = 3 aom Jo( S5y () H
m=1
+§:§:J(Z’”” ) ( 0+ by sennf) e ()
n R ) (Qpm COSTL nm SENNU ) e y
n=0 m=1
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con

R
Om = 2 2 ) m = 172, ,
Sy [Jn(Zr)]” dA
[p. f(r,0)Jy(22r) cosnd dA
nm — il - 3 , :1’2’ 7m:1727 ,
[Ip,, [Tn(Z227) cosnb]” dA
I £ Oy sennf dA s

o, [Jn(Z52r) sennb]” dA

Para simplificar, suele denotarse con A = (n,m, i) en el conjunto de indices
A={0,m,0):m=1,2...}U{(n,m,i):n=1,..., m=1,2,..., i =1,2},

y para A = (n,m, 1)

Jo(%7), sin=0,
(1, 0) = ¢, (r,0) = Ju(Zr)cosnd, sin>0ei=1,
Ju(Zr)sennt, sin>0ei=2,

CON Z) = Zpm-
Luego, la solucién del problema de difusién puede escribirse simplificada de la siguiente
manera;

u(r6:6) = 3 aroa(r, 0)e (R)H,
AEA
oy forda
Jfp, 07 dA

con

ax

Vibracién de una membrana circular. Si consideramos el problema (12.2) en 2 =
Dg, lo visto en la seccién anterior nos permite decir que la solucién es

u(r,0;t) = Z oa(r,0) (a,\ cos(%ct) + by sen(%‘ct))

AEA
con
a ffDngb)‘ dA
A= T r 9 3a
[, #%dA
y
R [[p, 90rdA
b)\ = -

C2x ffDR ¢ dA

12.4.2. El caso con simetria radial

Cuando las funciones dato de las condiciones iniciales tienen simetria radial, f = f(r)
y g = g(r), todas las integrales de los numeradores que definen a,,, y b, para n =
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1,2,... dan cero, y sélo sobreviven los coeficientes con indice n = 0. Por lo tanto, la
solucion de la ecuacién de difusiéon resulta

o0 so 2
u(r,t) = ZaOmJO(ZU?mr)e*( ) i
m=1

con o
Sy ) Jo(Bgr) rdr

T () rdr

Por otro lado, la solucion de la ecuacion de ondas, bajo la hipétesis de simetria radial,
resulta

m=123,....

0Om

> Z0m 20m 20m
u(r,t) = Jo(—5=7) |aom cos(—=-ct) + bom sen(—-ct) | ,
5 40220 (222 )

con

_ fORf(r)Jo(z%mr)rdr R fORg(r)Jo(z%”r)rdr

;Y bom = , m=1,2,3,....
fOR [Jo(z%mr)f rdr CZom fOR [JO(Z%”r)]Q rdr

0om

12.5. Ecuaciéon de Laplace en un cilindro circular.
Funciones de Bessel modificadas

Como ya hemos visto, la ecuaciéon de Laplace ¥ u = 0 modela el estado estacionario
de la ecuacién de difusién en ausencia de términos fuente. Hemos resuelto la ecuacion de
Laplace en un rectangulo y en un circulo. La ecuacién de Laplace en un prisma rectangular
también puede resolverse por el método de separacién de variables (ver Ejercicio 12.7).
Como puede verse en los ejercicios al final del capitulo, las tres variables independientes
dan dos problemas de autovalores con soluciones oscilatorias, y el restante problema tiene
soluciones no-oscilatorias.

Un problema maés desafiante presenta la ecuacion de Laplace en un cilindro de radio
R y altura H. Utilizando las coordenadas cilindricas

r =1 cosb, y=rsenf, z =z,
el dominio tridimensional €2 se describe por
Q:0<r<R, —n<0<m, 0<z<H,

y la ecuacion de Laplace es:
0%u N 1(9u+ 1 (92u+ 0%u
or?2 ror  r200? 022
Para fijar ideas imponemos condiciones de borde de tipo Dirichlet, en las tres caras del
cilindro:

=0, u=u(rb,z).

(cara plana inferior) — u(r,0,0) = «a(r,0), 0<r<R, —T<0<m,
(cara plana superior) u(r,0, H) = B(r,0), O<r<R, —w<0<m,
(cara curva lateral)  u(R,0,z) =~v(0,2), —m<0<m 0<z<H.
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En la frontera artificial 6 = —m, § = w tenemos las condiciones de borde periddicas ya
vistas:

u(r,—m, z) =u(r,m, z), ug(r,—m z)=uy(r,mz), 0<r<R 0<z<H. (12.12)

Nos encontramos frente a tres condiciones de borde no homogéneas. Como antes, podemos
dividir este problema en tres subproblemas, cada uno de los cuales involucra resolver
la ecuacion de Laplace, pero tiene condicion de borde no-homogénea en una cara, y
homogénea en las otras dos. Mas precisamente,

UZU1+UQ+U3,

con
qul =0 v2u2 =0 vQU;g =0
uy(r,0,0) = «a(r,0), us(r,60,0) =0, uz(r,0,0) =0,
uy(r,0,H) =0, us(r, 0, H) = (r,0), ug(r,0,H) =0,
ui(R,0,z) =0, uz(R,0,z) =0, ug(R,0,z) =~(0, 2),

ademads de las condiciones de periodicidad (12.12).
A continuacién, comenzamos a resolver por el método de separacién de variables una
sola vez, y luego tratamos los diferentes casos individualmente.

Separacién de variables. Buscamos soluciones de la ecuacién de Laplace Vou=0de
la forma wu(r,0,z) = f(r)g(0)h(z). Entonces f(r), g(f) y h(z) deben satisfacer

F/)gOh() + - (r)gO)h(z) + 5 F()g Oh() + F(r)g(B)() =0
Dividiendo por f(r)g(0)h(z) obtenemos

0P ) R

70y e ) T he)

La suma de los tres primeros términos depende de las variables r, 6 y el cuarto término
depende sélo de z, por lo que concluimos que para alguna constante de separacién A,

O G O O
W) - i e Tege) - N

Multiplicando la segunda de estas ecuaciones por r? obtenemos que

LGNNI 20)
i e T T e

=0.

que a su vez implica que

r2f'r) ()

CRCa.
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Las condiciones de borde periédicas (12.12) deben cumplirse en los tres casos, y se tra-
ducen en g(—n) = g(r), ¢'(—7) = ¢ (). Esto implica que los autovalores p son n?
n=20,1,2,..., con autofunciones:

n=0 9(0) =1,
N=1223..., g(0) = cosnb, sennb.

Para cadan = 0,1,2,3... deberemos hallar los valores de A para los cuales las siguientes
funciones tienen solucién no trivial, y satisfacen las CB correspondientes (en cada caso):
hl/(z)

W =\, r* f'r)y+r f'(r)+ (Mr* —=n?) f(r) = 0.

Para saber cudl de estas dos ecuaciones determina los autovalores A, hace falta considerar
las condiciones de borde homogéneas. Estas dependen de si estamos buscando uy, us 6 us.

Valor prescripto en la cara plana inferior z = 0. Consideremos el problema

?%1 =0
uy(r,0,0) = a(r, 0),
uy(r,0,H) =0,
u (R, 0,z) =0.

La condicién de borde wu;(r, 0, H) = 0 en la cara plana superior z = H implica

y la condicién de borde uy (R, 6,0) = 0 en la cara curva lateral r = R implica

f(R) = 0.

Una condiciéon de borde que debemos considerar se debe a la singularidad creada por
el cambio de variables en » = 0, que como en el caso de coordenadas polares debemos
imponer

[£(0)] < o0

Los autovalores A estaran determinados por el problema que tiene dos condiciones de
borde homogéneas, que en este caso es el siguiente:

2 f'(r) +r f(r) + (A —=n?)f(r) =0, 0<r<R, |f(0)] <0, f(R)=0.

Las autofunciones de este problema estan dadas por las funciones de Bessel de primera
especie, y resultan, para cada n =0, 1,2,..., las funciones (ver Figuras 12.2-12.3)

’an s’ . o .
fam(r) = Jn( 7 ), donde z,,, es el m-ésimo cero positivo de J,, m=1,2,3...,

y los autovalores son \,,, = (Z"Tm)Q. Ahora, para estos valores de )\, ,, debemos ha-

llar las funciones h(z) correspondientes. Como A, ,, = (Z?”‘—PZ")2 > 0 resulta que h(z) =
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C4 cosh =22 4+ (5 senh %z. Para imponer la condicién inicial conviene trasladar las

funciones en H, escribiendo

idz)::Cﬁcoﬁlz%?(z——fﬂ-+Cbsenhz%?(z——}{)

Asi h(H) = 0 implica C; = 0 y luego h(z) = Cysenh Z;%m (z—H).
Resumiendo, las soluciones de variables separables que cumplen las mismas condicio-
nes de borde homogéneas que u; son:

n=0, Qo fom(r) senh(Z5 (2 — H)), m=12,...,
n=12,..., fnm(r)senh(zrgn(z—H)) (G cOs Nl + by, sennd) m=12 ...,

y una solucion mas general se obtiene sumandolas:

o0

uy(r, 0, 2) = leaOmem(r) senh (Zofm(z — H))
+sz"m R (Z—H)) (Gpm cosnl + by, sennd) .
n=1 m=1

Al imponer la condicién de borde u;(r,8,0) = a(r, 0) se requiere que

0) = Z agm fom(r) senh (%(—H))

+Zanm senh T}im(—H))(anmcosn«9+bnmsenn6’),

n=1 m=1

y acorde a lo visto en la secciéon anterior esto se logra eligiendo

I, @(r,0) fo.m(r) dA
dom = T m=1,2,....
—senh (22H) [, [fom(r)]”dA
ffD Oé<7n7(9)fnm(7a)COSTL9dA
Apm = R R n=12..., m=12,...,
—senh (252 1) [[}, [ fam(r) cosnb]” dA
ffDR a(r,0) frm(r)sennb dA

— senh (22 ) I/b, [frum(r) senn@fdAa

R T
Usando que // v(r,0)dA = / / v(r,0)rdf dr y que ademas
DR 0 —T

/0052n9d9:/ sen’nf df = T, n=12...

-7 -7

bnm -
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obtenemos las férmulas mas precisas siguientes

I fo (r,0) fo,m(r) rdrdf

Aom = — 3 ; m=1,2,...,
27Tsenh(Z0mH) fo [fo,m(r)] rdr
f fo a(r,0) fam 7’) cosnbrdrdf
7 senh (Z”—T”H) [f } rdr’
f fo (r,0) from () senn r drdo

bpm = — n=12,..., m=1,2,....
Wsenh(Z”mH) fo [f } rdr

Valor prescripto en la cara plana superior z = H. El calculo de us, solucién de

721@ =0
ug(r,0,0) =0
us(r, 0, H) = B(r,0),
us(R,0,2z) =0

es similar al de u; y se deja como ejercicio (ver Ejercicio 12.9).

Valor prescripto en la cara lateral »r = R. Consideremos ahora el problema para us:

V2U3 =0
ug(r,0,0) =0,
ug(r,0, H) =0,

ug(R,0,z) =~(0, 2).

Las condiciones de borde homogéneas implican que los autovalores A estaran determinados
por el problema

W'(z) = Mn(z), O0<z<H,  h(0)=0, h(H)=0.

Ya tenemos experiencia con este problema de autovalores y sabemos que las soluciones
son:

2
Az—(%) , h(z):sen%, m=1,2,3,....
Ahora bien, para cada n = 0,1,2,..., y m = 1,2,3... debemos resolver la siguiente

ecuacién para f(r):

2 f'(r) +r f'(r) + {— (%)27"2 — nQ} f(r)=0, 0<r<R, |£(0)] < oo. (12.13)

Para resolver este problema hacemos el cambio de variables w = mr, y la identificacién
F(w) = f(r), entonces:
wF"(w) + wF'(w) + [—w® — n?] F(w) =0, (12.14)

que es similar a (12.7), pero con un signo cambiado. Esta ecuacién (12.14) se llama
ecuacion de Bessel modificada de orden n y los pares de soluciones candnicas se llaman
funciones de Bessel modificadas y se describen a continuacién.
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Funciones de Bessel modificadas. La ecuaciéon de Bessel modificada de orden n
presentada en (12.14) es una ecuacién de segundo grado, y para cadan = 0,1,2,... tiene
dos soluciones linealmente independientes denotadas por I,,(w) y K,(w). La funcién I,,(w)
se denomina funciéon de Bessel modificada de orden n de primera especie, y la funcion
K,(w) se denomina funcién de Bessel modificada de orden n de segunda especie. Su
definicion precisa no es necesaria en este contexto, dado que vienen implementadas en
diferentes bibliotecas de software?. Lo importante es saber algunas de sus propiedades:

1, sin=0,
0, sin=1,2,....

» lim [,(w) = {

» lim K,(w)=00,n=0,1,2,....
w—07F

» lim [,(w)=+400,n=0,1,2,....

w—+00

» lim K,(2)=0,n=0,1,2,....

w——400

v [,(w) y K,(w) son funciones que no oscilan y mds atn, son positivas para todo
w > 0; ver Figura 12.4.

A X XX

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 12.4: Gréafico de las funciones de Bessel modificadas de primera especie I,(w)
(izquierda) y de segunda especie K,(w) (derecha) para n =0,1,2, 3.

Teniendo las funciones de Bessel modificadas de primera y segunda especie, llegamos
a que la solucién general de la ecuacion de Bessel modificada de orden n (12.14) es

F(w) = al,(w) + bK,(w), 0<w < oo,

con a, b constantes arbitrarias. Luego, la solucién general de la ecuacion diferencial

en (12.13) es
F(r) = aLy(Z7) + b Ko (52 ).

2En MATLAB v en Mathematica se llaman besseli y besselk; en wxMaxima se llaman bessel_i y
bessel k.
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La condicién de borde |f(0)| < oo implica b = 0 pues lim K, (— T r) = 4o00. Luego la
r—0t
solucién de (12.13) que cumple la condicién de borde |f(0)| < oo es

fr) = a[n<%r).

Resumiendo, las soluciones de variables separables que cumplen las mismas condicio-
nes de borde homogéneas que uz son:

n =20, aOmIO(%r)sen%, m=12 ...,
n=12..., IA%T)S(%H%(anmcosnG—l—bnmsennﬁ), m=1,2,..

y una solucion mas general se obtiene sumandolas:

mnz
(r,0,2) E (zngo ) sen 7

+ Z Z In(% ) sen % (@ cOSNO + by sen )
n=1 m=1

Al imponer la condicién de borde uz(R, 0, z) = (0, z) se requiere que

H

. (12.15)
+ Z Z In(% R) sen mI;rz (@pm cosnO + by sennd) .
n=1m=1

2) = Z aOmIO(% R) sen mr=
m=1

Si llamamos Cg a la pared curva lateral del cilindro, resulta la siguiente propiedad de
ortogonalidad (ver ejercicio 12.8):

k
// sen % cosnf sen o cos €0 dA = 0 sim#koén#L,
Cn H H
mnz kmz (12.16)
// sen sennf sen — sen 0 dA = 0 sim#kdonF#L,
Cn H H

para m,k = 1,2,... y n,¢ = 0,1,2,.... Por lo tanto, la condicién de borde (12.15) se
logra eligiendo:

JJc, (0. 2) sen F= dA

aOm:] ("ER) ffc [sen m“] dA’ b
ffCRfyH,z)senmgzcoandA h— 19 19

nm I,(Z=R) ffc [senmgzcoan}QdA7 R R
ffc (0, z) sen 2% sen nf dA

n(%R) ffCR [sen T sennﬂ dA’
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T H
Usando que // v(0,2)dA = / / v(0,z) Rdzdf, y que entonces
Cgr -7 JO

/ / sen mwz dA R d@ / sen’
// Sen cos n@} dA = R/ cos® nb d@/ sen dz = ,
Cr - 0 H 2
T H
// [sen Z sen n@] 2dA = / sen” nf d@/ sen? 02 gy — fin ,
Cn H _W H 2

obtenemos las formulas més precisas siguientes

dz = R27T§ = RmH,

omnz . RmH

f fo (0, z) sen 22 dz df)

m ) - 1727 7
o Jo(m”R)yrH "
A 27 fDH’y(H,z) sen 2= cos nf dz df 1o 1o
nm ]- (MR)/R'H ) Y Y ) ) ) )
2 (0, z) sen 2= sen nd dz df
b = ' “ : n=12.., m=12,
L, (2= R)nH

12.6. Ejercicios

12.1. Consideremos una membrana vibrante de forma genérica €2 levemente amortiguada
que satisface

P Uy = TO(uzx + uyy) - ﬁuh (l‘,y) € Qa t> 07
u =0, (x,y) € 092, t >0,
u(x,y,O) - f(xvy)u (‘T?y) S Q?
ut(x,y,()) = Oa (.’L‘,y) € Q

Hallar la solucién (separando sélo la variable tiempo) suponiendo 0 < 5 < 24/pTp)\y,
con A; el primer autovalor del Laplaciano en 2. Dicha solucion debe quedar expresada
en términos de las funciones ¢, (z,y) aludidas en el Teorema 12.1.

nmx mmy

12.2. Demostrar que para ¢, ,,(z,y) = sen —osen—,y Q= (0,L)x (0, H) se cumple
que
CEL k 1
—— sik=n =m
& 0 en c.o.c.,

sin,m,j,f{ €N.

12.3. Decir cuales son los primeros 6 autovalores del Laplaciano y sus correspondientes
autofunciones en ) = (0,7) x (0,27) (L = m, H = 2m). Notar que algunos autovalores
se repiten con autofunciones ortogonales. Decir cudles son las 6 frecuencias principales
de vibracién de una membrana eldstica (con Ty = 2 y p = 1) que ocupa el rectangulo
Q= (0,m) x (0,2m).
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12.4. Decir cudles son (aproximadamente) los primeros 6 autovalores del Laplaciano y sus
correspondientes autofunciones en 2 = Dy es decir, el disco de radio 1. Notar que algunos
autovalores se repiten con autofunciones ortogonales. Decir cudles son las 6 frecuencias
principales de vibracién de una membrana eléstica (con Ty = 2y p = 1) que ocupa el disco
unitario {2 = D;. Para este ejercicio debera hallar de manera aproximada el valor de los
ceros de las primeras funciones de Bessel de primera especie. Puede hacerlo, por ejemplo,
mediante la aplicacion de zoom en los graficos de las funciones de Bessel, o buscando en
alguna tabla. Puede resultarle util saber que z,,1 < z,,1 siempre que n; < ns.

* 12.5. Demostrar que sin = 0,1,2,..., m = 1,2,... y fam(r) = Jn(zzzmr) entonces
vale (12.10), es decir

R
| oty e =0, i m
0

Ayuda: Usar que r2f”, (r)+rfh (1) +Nm?? =102) fum = 0, para Ay, = (Z’hm)Q, y demostrar
que

n2 /
Anmfam(r)r = Tfnm(r) - (7" ;Lm(r)) .

Multiplicar esta igualdad para m = mj por fym,, integrar por partes dos veces, usar la condicién
de borde fy,m(R) = 0 para arribar a

Anml /Oanml(T)fnmg(r)rdr = >\nm2 /OR fnml(r)fnmg(r)rdr-

12.6. Demostrar la propiedad de ortogonalidad (12.11). (Ayuda: usar la propiedad de
ortogonalidad (12.10)).

12.7. Hallar la solucién de la ecuacion de Laplace Viu=0enel prisma (0, L) x (0, H) x
(0, W) con las siguientes condiciones de borde:

(a)

u(z,y,0) =0, u(z,y, W) =0, O<x<L, 0<y<H,

u(z,0,z2) = f(x, 2), u(z,H,z) =0, O<az<L 0<z<W,

u(0,y,2) =0, u(L,y,2z) =0 O<y<H, 0<z<W.
(b)

u(z,y,0) =0, u(z,y, W) =0, O<z<L, 0<y<H,

uy(z,0,2) =0, uy(z, H,z) =0, O<z<L, 0<z<W,

u(0,y,2) =0, u(L,y,2) = f(y, 2) O<y<H, 0<z<W.

(c) {Cémo resulta la solucién del item anterior si f(y,z) sélo depende de z, es decir

fly,z) = f(2)?
12.8. Demostrar la propiedad de ortogonalidad (12.16).

12.9. Calcular la soluciéon de la ecuacién de Laplace Vu en el cilindro de radio R y
altura H con las siguientes condiciones de borde:
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(a)

u(r,0,0) =0, O<r<R, —w<0<m,
u(r,0,H) = p(r,0), O<r<R, —w<0<m,
u(R,0,z) =0, —rT<f<m 0<z<H.

(b) (Notar que las condiciones de borde son de tipo Neumann sobre las caras planas)

u,(r,0,0) =0, O<r<R, —w<0<m,
u,(r,0,H) =0, O0<r<R, —m<0<m,
u(R,0,z) = f(0,z), —rT<f<m 0<z<H.

(c) (Cdémo resulta la solucién del item anterior si f(#,z) sélo depende de 6, es decir
f(6,2) = f(0)? ;Qué relacién guarda con la solucién del problema de Laplace en el
disco?
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